
Actes JFPC 2005

Un système de types pour CHR

Emmanuel Coquery1,2 François Fages1

1 Projet Contraintes, INRIA Rocquencourt, BP 105, F-78153 Le Chesnay Cedex
2 Conservatoire National des Arts et Métiers, 292 rue St Martin, 75141 Paris cedex 03

Emmanuel.Coquery@inria.fr Francois.Fages@inria.fr

Résumé

Nous proposons un système de types général pour
le langage des Constraint Handling Rules (CHRs), un
langage de règles de réécriture destiné à l'implantation
de solveurs de contraintes. Les CHRs étant en fait une
extension de haut niveau d'un langage hôte, tel que Pro-
log ou Java, le système de types est ainsi paramétré par
le système de types du langage hôte. Nous montrons
la cohérence du système de types pour les CHRs par
rapport à leur sémantique opérationnelle. Nous étudions
également le cas particulier où le langage hôte est un lan-
gage de programmation en logique avec contraintes, typé
avec le système de types prescriptif que nous avons dé-
veloppé dans nos précédents travaux. En particulier nous
montrons que le système résultant est cohérent avec le
modèle d'exécution étendu CLP+CHR. Ce système est
implanté à travers une extension du logiciel TCLP de
typage des programmes logiques avec contraintes. Nous
exposons nos résultats expérimentaux sur la véri�cation
des types de solveurs et programmes utilisant les CHRs,
dont le logiciel TCLP lui-même.

Abstract

We propose a generic type system for the Constraint
Handling Rules language (CHRs), a rewriting rule lan-
guage for implementing constraint solvers. The CHRs
being a high-level extension of a host language, such as
Prolog or Java, this type system is parametrized by the
type system of the host language. We show the consis-
tency of the type system for the CHRs w.r.t. their opera-
tional semantics. we also study the particular case where
the host language is a constraint logic programming lan-
guage, typed with the prescriptive type system we deve-
lopped in our previous work. In particular, we show the
consistency of the resulting type system w.r.t. the exten-
ded execution model CLP+CHR. This system is imple-
mented through an extension of our type checker TCLP
for constraint logic languages. We also present some ex-
perimental results on the type-checking of solvers and
programs using the CHRs, including TCLP itself.

1 Introduction

Le langage des Constraint Handling Rules (en
abrégé CHR) de Frühwirth [9] est un langage de règles
de réécriture destiné à l'implantation de solveurs de
contraintes. Il se présente sous la forme d'une exten-
sion d'un langage hôte, tel que Prolog [10] ou Java [2],
permettant d'introduire de nouvelles contraintes de
manière déclarative dans celui-ci. Ainsi les CHRs sont
utilisés pour gérer les contraintes dé�nies par l'utili-
sateur, le langage hôte se chargeant des autres cal-
culs, par exemple à l'aide de contraintes natives. Par
la suite nous supposons l'existence de la contrainte na-
tive = /2. Les CHRs sont un langage de règles gardées
qui réécrivent des multi-ensembles de contraintes en
les simpli�ant, et ceci jusqu'à leur résolution. Ainsi,
une des particularités des CHRs est qu'ils autorisent
plusieurs contraintes dans la tête d'une règle.
Les langages typés possèdent de nombreux avan-

tages en termes de développement, tels que la détec-
tion statique d'erreurs de programmation ou de com-
position de programmes, et la documentation du code
en utilisant les types. Les CHRs ont déjà été utilisés
dans le cadre du typage des langages de programma-
tion, que ce soit pour la résolution des contraintes de
sous-typage [6, 4] ou pour la gestion de la surcharge
dans le cadre des langages fonctionnels [16] et des lan-
gages avec contraintes [5, 4]. Cependant, il n'existe, à
notre connaissance, aucun système de types pour les
CHRs.
Dans cet article, nous comblons ce vide en propo-

sant un système de types pour les CHRs, inspiré du
système de types TCLP pour les programmes logiques
avec contraintes [7]. Les CHRs étant une extension
d'un langage hôte, ce système est paramétré par le
système de types du langage hôte. Nous ferons trois
hypothèses sur le système de types du langage hôte.
� Il permet de dériver des jugements de typage de la



forme Γ ` t : τ qui associe le type τ au terme (ou
à l'expression) t dans l'environnement (ou, plus
généralement sous l'hypothèse) Γ. Il dé�nit égale-
ment une notion de contrainte bien typée dans un
environnement Γ.

� La contrainte t1 = t2 est bien typée dans un envi-
ronnement Γ s'il existe un type τ tel que Γ ` t1 : τ
et Γ ` t2 : τ .

� Si une conjonction c de contraintes natives est
bien typée dans un environnement Γ et se sim-
pli�e en une conjonction d, alors d est également
bien typée dans Γ.

En utilisant ces hypothèses, nous exprimons la cohé-
rence du système de types pour les CHRs par rapport
à leur sémantique opérationnelle à travers un théorème
d'auto-réduction qui exprime que si un programme est
bien typé alors toutes les dérivations issues d'un but
bien typé sont bien typées.
Nous étudions également le cas de l'instanciation

du système de types pour les CHRs avec le sys-
tème de types TCLP pour les programmes logiques
avec contraintes [7], et montrons un théorème d'auto-
réduction pour le système de types résultant par rap-
port au modèle d'exécution CLP+CHR [9] dans lequel
il est possible d'étendre la dé�nition des contraintes
CHRs par des clauses. Ce résultat est intéressant car
la programmation logique avec contraintes constitue
un cadre naturel pour l'utilisation des solveurs de
contraintes. Un système de type pour CLP+CHR per-
met de typer un solveur avec le programme qui l'uti-
lise. De plus il arrive fréquement que les solveurs CHR
complexes soient écrits comme une combinaison de
clauses et de règles CHR, les règles faisant appel à
des prédicats et les clauses à des contraintes CHR.
Le reste de l'article est organisé comme suit. La sec-

tion 2 rappelle la syntaxe et la sémantique opération-
nelle des CHRs, y compris le modèle CLP+CHR. La
section 3 présente le système de types que nous propo-
sons et la section 4 son instanciation avec le système
de types pour CLP. La section 5 présente quelques ré-
sultats expérimentaux sur le typage de solveurs écrits
en CHR à partir de l'implantation du système dans le
logiciel TCLP [3]. En�n, nous concluons avec la sec-
tion 6.

2 Préliminaires sur les CHRs

Nous rappelons ici la syntaxe et la sémantique des
CHRs, issues de [9]. Nous distinguons les contraintes
CHR, dé�nies par le programmeur, des contraintes
natives du langage hôte, qui représentent les calculs
auxiliaires ayant lieu lors de l'application d'une règle
CHR. Ces dernières sont gérées par un solveur prédé-
�ni du langage hôte. Nous supposons que la contrainte

d'égalité = /2 et la contrainte true font partie de
ces contraintes natives. On note X le domaine des
contraintes natives et CT la théorie, éventuellement
incomplète, qui correspond au solveur de contraintes
natives. On notera s, t, . . . les expressions du langage
hôte, SCHR l'ensemble des symboles de contraintes
CHR, données avec leur arité, SN l'ensemble des sym-
boles de contraintes natives, également données avec
leur arité.

2.1 Syntaxe

Dé�nition 1 Une règle CHR peut être :
� une règle de simpli�cation de la forme :

H1, . . . ,Hi <=> G1, . . . , Gj | B1, . . . , Bk

� une règle de propagation de la forme :
H1, . . . ,Hi ==> G1, . . . , Gj | B1, . . . , Bk

� ou bien une règle de simpagation de la forme :
H1, . . . ,Hl \Hl+1, . . . ,Hi

<=> G1, . . . , Gj | B1, . . . , Bk

avec i > 0, j ≥ 0, k ≥ 0, l > 0 et H1, . . . ,Hi

est une suite non vide de contraintes CHR, la garde
G1, . . . , Gj est une suite de contraintes native et le
corps B1, . . . , Bk est une suite de contraintes CHR et
de contraintes natives.
Un programme CHR est une suite de règles CHR.

La contrainte true est utilisée pour représenter les sé-
quences vides. La garde vide peut être omise, avec
l'opérateur |. La notation nom@R donne le nom nom
à la règle CHR R.
Informellement, la règle de simpli�cation remplace

les contraintes de la tête par celles du corps. La
règle de propagation ajoute les contraintes du corps
en conservant celles de la tête. La règle de simpa-
gation est un mélange des deux précédentes : les
contraintes Hl+1, . . . ,Hi sont remplacées par le corps,
les contraintes H1, . . . ,Hl étant conservées.
Par souci de simplicité, et parce que le typage

des programmes CHR ne nécessite pas de distin-
guer les règles de simpagation, nous considérerons
qu'une règle de simpagation de la forme H1, . . . ,Hl \
Hl+1, . . . ,Hi <=> G1, . . . , Gj | B1, . . . , Bk est une ab-
bréviation pour la règle H1, . . . ,Hi <=> G1, . . . , Gj |
H1, . . . ,Hl, B1, . . . , Bk. Lorsque cela est possible, nous
identi�erons la suite de contraintes B1, . . . , Bn avec la
conjonction B1∧, . . . ,∧Bn.

Exemple 1 Le programme CHR suivant, tiré de [9],
dé�ni un solveur pour la contrainte =< �plus petit ou
égal�, pouvant gérer des arguments qui sont des va-
riables :

reflexivite @ X=<Y <=> X=Y | true.

antisymetrie @ X=<Y , Y=<X <=> X=Y.

transitivite @ X=<Y, Y=<Z ==> X=<Z.



ident @ X=<Y \ X=<Y <=> true.

La règle reflexivite élimine les contraintes =< si les
deux arguments sont égaux. La règle antisymetrie

simpli�e une double inégalité en une contrainte d'éga-
lité. La règle transitivite permet d'ajouter les
contraintes correspondant à la clôture transitivede =<.
En�n, la règle ident élimine les contraintes =< en
double.

2.2 Sémantique opérationnelle

La sémantique opérationnelle des CHRs s'exprime
sous forme d'un système de transitions, noté 7−→, sur
des états qui sont des triplets 〈F,E,D〉, où F est
un but, c'est-à-dire une conjonction de contraintes
CHR et de contraintes natives, E est une mémoire de
contraintes CHR et D est une mémoire de contraintes
natives, c'est-à-dire des conjonctions de contraintes
(respectivement CHR et natives).
Dans la dé�nition suivante, l'égalité est étendue aux

contraintes par morphisme, c'est-à-dire c(t1, . . . , tn) =
c(t′1, . . . , t

′
n) si t1 = t′1 ∧ . . . ∧ tn = t′n. L'égalité est

également étendue aux conjonctions de contraintes :
H1∧ . . .∧Hn = H ′

1∧ . . .∧H ′
n si H1 = H ′

1∧ . . .∧Hn =
H ′

n. La conjonction est supposée associative et commu-
tative, ce qui permet de considérer des permutations
dans les conjonctions de contraintes.

Dé�nition 2 Soit P un programme CHR. La relation
de transition 7−→ pour les CHRs est donnée par les
règles suivantes. Les variables apparaissant dans les
triplets représentent des conjonctions de contraintes et
x̄ représente les variables qui apparaissent dans la tête
H.

Solve

〈C ∧ F,E,D〉 7−→ 〈F,E,D′〉
si C est une contrainte native
et si CT |= (C ∧D) ⇔ D′.

Introduce

〈H ∧ F,E,D〉 7−→ 〈F,H ∧ E,D〉
si H est une contrainte CHR.

Simplify

〈F,H ′ ∧ E,D〉 7−→ 〈B ∧ F,E,H = H ′ ∧D〉
si (H <=> G | B) est dans P renommé avec des
variables fraîches,
et si CT |= D ⇒ ∃x̄(H = H ′ ∧G).

Propagate

〈F,H ′ ∧ E,D〉 7−→ 〈B ∧ F,H ′ ∧ E,H = H ′ ∧D〉
si (H ==> G | B) est dans P renommé avec des
variables fraîches,
et si CT |= D ⇒ ∃x̄(H = H ′ ∧G).

La transition Solve correspond à une transition
e�ectuée par le solveur de contraintes natives. La

transition Introduce exprime simplement la dépla-
cement d'une contrainte CHR du but vers la mémoire
de contraintes CHR où elle pourra être utilisée avec
d'autres contraintes pour l'application d'une règle. Les
règles Simplify, Propagate correspondent, respec-
tivement, à l'application des règles CHR de simpli-
�cation, propagation. La condition d'application des
règles exprime la véri�cation que la garde et la corres-
pondance entre la conjonction H ′ de contraintes consi-
dérée et la tête de la règle sont impliquées par la mé-
moire de contraintes natives courant. Le corps de la
règle est alors ajouté au but courant et les contraintes
H ′ sont retirées de la mémoire de contraintes lors de
l'application de la règle Simplify.

Dé�nition 3 Un état initial consiste en un but F et
des mémoires de contraintes vides : 〈F, true, true〉. Un
état �nal est soit de la forme 〈F,E, false〉 ( échec),
soit de la forme 〈true,E, D〉 ( succès).

L'exemple suivant montre l'exécution d'un pro-
gramme CHR.

Exemple 2 Considérons le solveur donné dans
l'exemple 1 et l'état initial 〈X=<Y ∧ Y=<Z ∧
Z=<X, true, true〉. Une exécution possible est :

〈Z=<X, X=<Y ∧ Y=<Z, true〉 (Introduce ×2)
〈X=<Z ∧ Z=<X, X=<Y ∧ Y=<Z, true〉(Propagate trans.)
〈true, X=<Z∧Z=<X∧X=<Y∧Y=<Z, true〉 (Introduce ×2)
〈X=Z, X=<Y ∧ Y=<Z, true〉 (Simplify anti.)
〈true, X=<Y ∧ Y=<Z, X=Z〉 (Solve)
〈X=Y, true, X=Z〉 (Simplify anti.)
〈true, true, X=Y ∧ X=Z〉 (Solve)

On peut remarquer que la sémantique donnée ci-
dessus n'empêche pas l'application répétée d'une règle
de propagation sur les mêmes contraintes, provoquant
de manière triviale la non-terminaison du programme
CHR. Dans l'exemple précédent, on aurait ainsi pu
appliquer la règle transitive au lieu de la règle
antisymetrie, réintroduisant ainsi la contrainte X=<Z
éliminée à la quatrième étape. Dans [1], Abdennadher
donne une sémantique opérationnelle plus �dèle à
l'implantation des CHRs permettant d'éviter ce com-
portement, en restreignant l'ensemble des dérivations
possibles. Les théorème d'auto-réduction donnés dans
les sections suivantes, qui exprime que dans un pro-
gramme bien typé une transition à partir d'un état
bien typé conduit à un état bien typé, restent ainsi
valables pour cette sémantique plus réaliste.

2.3 CLP+CHR

Lorsque le langage hôte est un langage de la classe
CLP(X ) [11] des langages langages logiques avec



contraintes sur un domaine de contraintes X , il est pos-
sible d'intégrer plus fortement les CHRs au langage.
Frühwirth [9] propose ainsi d'étendre le langage des
CHRs avec une construction label_with et la possibi-
lité d'introduire des clauses pour les contraintes CHR.
Nous rappelons ici la syntaxe et la sémantique opé-
rationnelle de cette extension. Un atome est soit une
contrainte native, soit une contrainte CHR, soit de la
forme p(t1, . . . , tn) où p/n est un symbole de prédi-
cat. On note SF (resp. SP ) l'ensemble des symboles
de fonction (resp. prédicats), donnés avec leur arité,
et V l'ensemble des variables.

Dé�nition 4 Une déclaration d'éumération pour une
contrainte CHR H est de la forme :

label_with H if G1, . . . , Gj

où G1 . . . , Gj est une conjonction de contraintes na-
tives.
De manière usuelle, les clauses sont de la forme :

H :- B1, . . . , Bn

où H est soit un atome correspondant à un prédicat,
soit une contrainte CHR, mais pas une contrainte na-
tive, et B1, . . . , Bk est une suite d'atomes.

La déclaration label_with c(t1, . . . , tn) if G1, . . . , Gj

exprime que G1, . . . , Gj est une garde pour les clauses
de la contrainte CHR c/n.

Dé�nition 5 La relation de transition entre les états
CHRs est étendue par les deux règles suivantes :

Unfold

〈H ′ ∧ F,E,D〉 7−→ 〈B ∧ F,E,H = H ′ ∧D〉
si (H :- B) est dans P renommé avec des va-
riables fraîches,
et si H n'est pas une contrainte CHR.

Label

〈F,H ′ ∧ E,D〉 7−→ 〈B ∧ F,E,H = H ′ ∧D〉
si (H :- B) et (label_with H ′′ if G) sont dans
P renommé avec des variables fraîches,
et si X |= ∃x̄(H ′ = H ′′ ∧G)

La règle Unfold est proche de la règle de résolu-
tion CSLD [11]. La di�érence est que, dans le cadre
de la résolution CSLD, les contraintes C présentes
dans le corps de la clause sont également ajoutées à
la mémoire de contraintes natives et que la mémoire
résultante, c'est-à-dire H = H ′ ∧D ∧ C, doit être sa-
tis�able dans domaine des contraintes X . Les clauses
pour les contraintes CHR ne peuvent être utilisées
que par application de la règle Label, qui nécessite
que l'une des gardes déclarées avec label_with pour la
contrainte considérée soit impliquée par la mémoire de
contraintes natives courante.

3 Système de types

3.1 Hypothèses sur le système de types du langage
hôte

Comme les CHRs sont une extension d'un langage
hôte, le système de types que nous proposons pour les
CHRs est paramétré par celui du langage hôte, noté
`N . Nous supposerons que `N véri�e les hypothèses
qui suivent.
On considére que `N est basé sur une algèbre de

types, l'ensemble des types étant noté T . On notera
les types avec la lettre τ .
Étant donné une expression t, on suppose que `N

permet de déduire des jugements de la forme Γ `N t :
τ , où Γ est un environnement de typage. Nous suppo-
sons qu'il existe une opération commutative ] sur les
environnements de typage telle que si Γ1 `N t1 : τ1

et Γ2 `N t2 : τ2, et si t1 et t2 ne partagent pas de
variables, alors Γ1]Γ2 est dé�ni. Nous supposons éga-
lement que si Γ `N t : τ alors Γ ] Γ′ `N t : τ .
Dans de nombreux systèmes de types, Γ est une

fonction associant un type aux variables apparaissant
dans t et véri�e donc l'hypothèse précédente. Cepen-
dant, nous n'avons pas besoin de considérer la forme
exacte des environnements de typage, qui peuvent
donc prendre des formes plus complexes sans que cela
n'aie de conséquences sur le système de types pour
CHR.
Nous supposons également que `N permet de dé�-

nir une notion de contrainte bien typée dans un envi-
ronnement Γ, une conjonction de contraintes natives
C1∧, . . . ,∧cn étant bien typée dans un environnement
Γ si pour tout i ∈ {1, . . . , n}, Ci est bien typé dans Γ.
On notera Γ `N C Atom, le fait que la contrainte C
est bien typée dans l'environnement Γ. Nous suppo-
sons également que la contrainte d'égalité s = t entre
s et t est bien typée dans Γ s'il existe un type τ tel
que Γ `N s : τ et Γ `N t : τ .
En�n, nous supposons que si une conjonction de

contraintes natives C est bien typée dans une envi-
ronnement Γ et si CT |= C ⇔ D, alors il existe un
environnement de typage Γ′, tel que la conjonction de
contraintes D est bien typée dans Γ ] Γ′.

3.2 Système de types pour les CHRs

Le système de types que nous proposons pour CHR
permet de dé�nir une notion de contraintes et de
règles CHR bien typées. On associe à chaque sym-
bole de contrainte CHR c/n un, et un seul, type de
la forme τ1 × . . . × τn. Ce type est supposé �xé, par
exemple à l'aide de déclarations fournies par le pro-
grammeur. On peut remarquer que la limitation à un
seul type pour chaque symbole de contrainte inter-



(Native)
Γ `N C Atom
Γ ` C Atom

si C est une contrainte native

(CHR Atom)
Γ `N t1 : τ1 . . . Γ `N tn : τn

Γ ` c(t1, . . . , tn) Atom
si c/n est une contrainte CHR
et si c/n a le type τ1 × . . .× τn

(Goal)
Γ ` B1 Atom . . . Γ ` Bn Atom

Γ ` B1, . . . , Bn Goal

(Prop CHR)
Γ ` H1, . . . ,Hi Goal Γ ` G1, . . . , Gj Goal Γ ` B1, . . . , Bk Goal

` H1, . . . ,Hi ==> G1, . . . , Gj | B1, . . . , Bk Rule

(Simpl CHR)
Γ ` H1, . . . ,Hi Goal Γ ` G1, . . . , Gj Goal Γ ` B1, . . . , Bk Goal

` H1, . . . ,Hi <=> G1, . . . , Gj | B1, . . . , Bk Rule

Tab. 1 � Système de types pour CHR

dit l'utilisation de schéma de types, comme ceux que
l'on peut trouver dans les systèmes utilisant le poly-
morphisme paramétrique. Par exemple, il est interdit
de donner à une contrainte CHR append/3 le type
∀α.list(α)×list(α)×list(α)), car cela revient à lui don-
ner tous les types de la forme list(τ)× list(τ)× list(τ).
Cette restriction est due à la possibilité d'avoir plu-
sieurs contraintes dans la tête d'une règle CHR. Si
les contraintes CHR peuvent avoir plusieurs types, il
faut pouvoir corréler les types choisis pour chaque
contrainte dans la tête d'une règle. De plus rien ne
garantit à priori que les types des contraintes considé-
rées lors l'application de la règle CHR soient corrélés
de manière similaire.
Les règles du système de types pour CHR sont

données dans la table 1. Une contrainte CHR H est
bien typée dans Γ si on peut dériver le jugement
Γ ` H Atom. Les termes ou expressions qui appa-
raissent en tant qu'arguments de la contrainte sont ty-
pés avec le système de types `N du langage hôte. Les
règles (Prop CHR) et (Simpl CHR) expriment simple-
ment qu'une règle CHR est bien typée si sa tête, sa
garde et son corps sont bien typés dans un même en-
vironnement Γ. Un programme CHR est bien typé si
toutes ses règles sont bien typées.
Le lemme suivant exprime simplement qu'un but

bien typé dans un environnment Γ l'est également dans
un environnement obtenu à partir de Γ par application
de ].

Lemme 1 Soit un but B et un environnment de ty-
page Γ tels que Γ ` B Goal . Soit Γ′ un environn-
ment de typage tel que Γ]Γ′ est dé�ni. Alors Γ]Γ′ `
B Goal .

Preuve. Par induction et en utilisant l'hypothèse que
si Γ `N t : τ alors Γ ] Γ′ `N t : τ . �

La cohérence du système de type par rapport à la
sémantique opérationnelle des CHRs est donnée par
le théorème d'auto-réduction suivant, qui exprime que
si on considère un programme et un état 〈F,E,D〉
bien typés, et si 〈F,E,D〉 7−→ 〈F ′, E′, D′〉, alors
〈F ′, E′, D′〉 est bien typé.

Théorème 1 Soit un programme CHR bien typé P .
Soient deux états 〈F,E,D〉 et 〈F ′, E′, D′〉 tels que
〈F,E,D〉 7−→ 〈F ′, E′, D′〉. S'il existe un environne-
ment Γ tel que Γ ` F,E,D Goal alors il existe un en-
vironnement Γ′ tel que Γ′ ` F ′, E′, D′ Goal . De plus,
si la transition nécessite de véri�er une implication de
la forme CT |= D ⇒ G, alors Γ′ ` G Goal .

Preuve. Par cas sur la règle de transition utilisée :

Solve Par hypothèse, Γ ` D Goal et Γ ` C Atom.
Comme CT |= (C ∧ D) ⇔ D′, et par hypothèse
sur `N , il existe un environnement Γ′′ tel que Γ]
Γ′′ `N D′ Goal . En posant Γ′ = Γ ] Γ′′ et par
le lemme 1, on obtient Γ′ ` F,E Goal , d'où Γ′ `
F,E,D′ Goal .

Introduce Cette règle se contente de faire mi-
grer une contrainte du but vers la mémoire de
contraintes CHR, donc l'état résultant est bien
typé dans Γ.

Simplify Par hypothèse, la règle (H <=> G | B)
est bien typée. Il existe donc un environnement
Γ′′ tel que Γ′′ ` H,G,B Goal . Par le lemme 1,
et en posant Γ′ = Γ ] Γ′′, on obtient Γ′ `
F,E,D Goal et Γ′ ` G, B Goal . Il reste à mon-
trer que H = H ′ est bien typé dans Γ′. H est de
la forme c1(t11, . . . , t

1
m1

), . . . , ci(ti1, . . . , t
i
mi

) et H ′

de la forme c1(s1
1, . . . , s

1
m1

), . . . , ci(si
1, . . . , s

i
mi

).
Soit l ∈ {1, . . . , i} et p ∈ {1, . . . ,ml}. Soit
τ1 × . . . × τml

) le type de cl. Comme Γ′ `



cl(t1l , . . . , t
l
ml

) Atom, on a Γ′ `N tlp : τp. De même,
Γ′ `N sl

p : τp. D'où Γ′ ` tlp = sl
p Atom. On

obtient donc Γ′ ` B,F,E, H = H ′, D Goal et
Γ′ ` H = H ′, G Goal .

Propagate La preuve est similaire au cas Simplify.

�

L'exemple suivant montre que l'utilisation d'un
schéma de type pour une contrainte CHR peut amener
à tester une conjonction de contraintes mal typée.

Exemple 3 Supposons que la contrainte =< aie le
schéma de types ∀α.α× α. Supposons que "a" et "b"
aient le type string et 1 et 2 aient le type int et que ces
deux types soient incompatibles. Considérons la règle :

transitivite @ X=<Y, Y=<Z ==> X=<Z.

et l'état 〈true, "a"=<"b" ∧ 1=<2, true〉. Cet état
est bien typé. Si on essaie d'appliquer la règle
transitivite avec Propagate, il faut tester la
contrainte X="a"∧Y="b"∧Y=1∧Z=2, qui est mal typée
car Y doit avoir à la fois le type string et le type int .

4 Intégration avec CLP

Dans cette section, nous nous intéressons au cas par-
ticulier où le langage hôte est un langage logique avec
contraintes, typé avec le système de types prescrip-
tifs TCLP [7]. Ce système combine polymorphisme
paramétrique, sous-typage et surcharge a�n d'obte-
nir la souplesse nécessaire au typage de langages CLP
non typés au départ. En particulier, le sous-typage
est utilisé pour typer l'utilisation conjointe de plu-
sieurs domaines de contraintes : la relation boolean ≤
int permet de voir les booléens comme des entiers
et par la même de typer des programmes combi-
nant des contraintes booléennes et des contraintes de
domaines �nis. Le sous-typage est également utilisé
pour typer les programmes faisant appel à la méta-
programmation : la relation list(α) ≤ term permet
de voir les listes homogènes comme des termes et de
leur appliquer des prédicats de décomposition, tels que
functor/3, arg/3 ou =../2.
Le système de types TCLP est prouvé cohérent

par rapport au modèle d'exécution CSLD [11] qui
est un modèle abstrait procédant par accumulation
de contraintes. En particulier ce modèle ne tient pas
compte des simpli�cations qui peuvent être opérées
par le solveur de contraintes. Nous considérerons donc
par la suite que le solveur de contraintes natives opère
uniquement des simpli�cations conservant la propriété
d'être bien typé, conformément à l'hypothèse faite
dans la section 3.1. Ceci peut être obtenu en ayant
recours à un modèle d'exécution typé comme nous

l'avons proposé dans [7], ou bien, dans le cas de la
contrainte d'égalité, par l'utilisation de modes �xant
le �ot de données [15].
Nous présentons tout d'abord l'algèbre des types

utilisée par le système, avant de rappeler les règles
de typage pour CLP, ainsi que la règle de typage pour
la déclaration d'énumération label_with. Le système
résultant est prouvé cohérent par rapport au modèle
d'exécution CLP+CHR.

4.1 Structure des types

On considère un ordre partiel (K,≤K) de construc-
teurs de types, donnés avec leur arité. L'ensemble T
des types est l'ensemble des termes, �nis ou in�nis,
construits à partir de K.

Relation de sous-typage L'utilisation du sous-
typage pour la méta-programmation nécessite de
considérer des relations telle que list(α) ≤ term, ce
qui correspind à un sous-typage non-structurel non-
homogène, c'est-à-dire reliant des constructeurs d'arité
di�érente. En général, de telles relations de sous-
typage exprime la correspondance entre les di�érents
arguments des constructeurs de types. Par exemple,
en écrivant k1(α, β) ≤ k2(β), nous spéci�ons que les
types construits avec k1 sont des sous-types de ceux
construits avec k2 lorsque le second argument de k1

est un sous-type de l'argument de k2, le premier ar-
gument de k1 étant oublié dans la relation de sous-
typage. Une manière d'exprimer cette correspondance
est d'utiliser un formalisme d'étiquettes, comme pro-
posé par Pottier [14]. Dans ce formalisme, on associe
à chaque argument d'un constructeur une étiquette, la
correspondance entre deux arguments de eux construc-
teurs étant exprimée par le fait qu'ils ont la même éti-
quette. L'ordre de sous-typage ≤ est construit à partir
de l'ordre sur les constructeurs types ≤K et les éti-
quettes. Une description plus formelle de la structure
des types est donnée dans [6], où la structure des types
et des constructeurs de types forme un quasi-treillis,
c'est-à-dire un ordre partiel dans lequel deux élements
ont une borne inférieure (resp. supérieure) si et seule-
ment si ils sont minorés (resp. majorés).

Contraintes de sous-typage Soit W un ensemble de
variables de types, ou paramètres, notées α, β, . . . . On
note TW l'ensemble des types construits sur K ∪W.

Dé�nition 6 Une contrainte de sous-typage est de la
forme τ1 ≤ τ2, où τ1, τ2 ∈ TW sont des types �nis.
Une substitution ρ : W → T satisfait la contrainte

τ1 ≤ τ2, noté ρ |= τ1 ≤ τ2, si ρ(τ1) ≤ ρ(τ2).
La contrainte de sous-typage τ1 ≤ τ2 est satis�able

s'il existe une substitution ρ telle que ρ |= τ1 ≤ τ2.



Dans [6], nous donnons des conditions su�santes sur
(K,≤K) pour la décidabilité de la satis�abilité des
contraintes de sous-typage dans les quasi-treillis, ainsi
qu'un algorithme de calcul explicite de solutions.

4.2 Système de types pour CLP+CHR

On suppose qu'à chaque symbole de fonction f/n est
associé un ensemble types(f/n) de schémas de types de
la forme ∀ᾱ.τ1 × . . .× τn → τ , où ᾱ est l'ensemble des
paramètres apparaissant dans les types τ1, . . . , τn, τ .
De même, on suppose qu'à chaque symbole de prédi-
cat p/n (resp. de contrainte native c/n) est associé un
ensemble types(p/n) de schémas de types de la forme
∀ᾱ.τ1× . . .× τn, également noté σ. De même que pour
le type des contraintes CHR, ces ensemble de types
sont supposés �xé, par exemple à l'aide de déclara-
tions fournies par le programmeur. On suppose égale-
ment que l'ensemble des types de la contrainte = /2
contienne le schéma ∀α.α × α. Par souci de simpli-
cité, la quanti�cation ∀ᾱ sera omise dans les schéma
de types, chaque occurence d'un schéma de types étant
renommée avec des paramètres frais. Étant donné une
contrainte CHR c/n de type τ1 × . . . × τn, on dé�nit
types(c/n) comme le singleton {τ1 × . . .× τn}.
Un environnement de typage est une fonction par-

tielle Γ : V 7→ TW , également noté {X1 : τ1, . . . , Xn :
τn}. L'opération ] sur les environnements de typage
est dé�nie comme l'union disjointe, c'est-à-dire que
(Γ1]Γ2)(X) = Γ1(X) si X ∈ dom(Γ1), (Γ1]Γ2)(X) =
Γ2(X) si X ∈ dom(Γ1), et (Γ1 ] Γ2)(X) est indé�ni
sinon.
La table 2 donne les règles de typage pour CLP,

ainsi que la règle de typage pour la déclaration
label_with. L'ensemble des règles des tables 1 et 2
dé�nissent le système de types pour les langages
CLP+CHR. Un appel de prédicat p(t1, . . . , tn) (resp.
une contrainte native) est bien typé dans un environ-
nement Γ si on peut dériver Γ ` p(t1, . . . , tn) Atom.
Une clause H :- B est bien typée si on peut déri-
ver ` H :- B Clause. Une déclaration d'énuméra-
tion label_with H if G est bien typée si on peut déri-
ver ` label_with H if G Label_with. Un programme
CLP+CHR est bien typé si toutes ses règles CHR,
toutes ses clauses et toutes ses déclarations d'énumé-
ration sont bien typées.
Les règle de la table 2, à l'exception de la règle

(Label with), correspondent au système de Mycroft et
O'Keefe [13] auquel on a rajouté la règle de sous-
typage et incorporé la notion de surcharge. La règle
(Sub) donne la sémantique du sous-typage en expri-
mant que si un terme t a le type τ alors il a égalament
tous les types qui sont plus grands que τ .
La règle (CHR Atom) peut être vue comme un cas

particulier des règles (Atom) et (Head) où le symbole

p/n n'a qu'un seul schéma de types et où ce schéma
ne contient pas de paramètre, ce qui correspond bien
à la restriction d'une contrainte CHR n'a qu'un seul
type.
La distinction entre les règles (Atom) et (Head) ex-

prime le principe de généricité des dé�nitions [12] qui
établit que le type d'une occurence de dé�nition d'un
prédicat (c'est-à-dire la tête d'une clause) doit être
équivalent à un renommage près au type assigné au
prédicat. La règle (Clause) impose que la clause soit
bien typée pour tous les types possibles pour le pré-
dicat, ce qui peut être vu comme une condition simi-
laire à celle de généricité des dé�nitions pour la sur-
charge. Ces deux conditions sont utiles pour le théo-
rème d'auto-réduction qui suit et qui exprime la cohé-
rence du système de types par rapport à la séman-
tique opérationnelle CLP+CHR. Il est précédé par
un lemme qui exprime que l'on peut instancier les
types une dérivation de typage n'utilisant pas les règles
(Clause) ou (Head).

Lemme 2 Pour tout environnement de typage Γ, tout
jugement R di�érent de Head ou Clause et toute sub-
stitution de type ρ, si Γ ` R alors Γρ ` Rρ.

Preuve. Par induction sur la dérivation. �

Théorème 2 Soit un programme CHR+CLP bien
typé. Soient deux états 〈F,E,D〉 et 〈F ′, E′, D′〉 et un
environnement de typage Γ tel que Γ ` F,E,D Goal .
Si 〈F,E,D〉 7−→ 〈F ′, E′, D′〉, alors il existe un envi-
ronnement de typage Γ′ tel que Γ′ ` F ′, E′, D′ Goal .
De plus, si la transition nécessite de véri�er une impli-
cation de la forme CT |= D ⇒ G, alors Γ′ ` G Goal .

Preuve. On peut constater que le système de la
table 2 véri�e bien les hypothèses de la section 3.1.
De plus un atome correspondant à un appel de pré-
dicat est typé de la même manière qu'une contrainte
native. Par conséquent, de par le théorème 2, si la
réduction s'e�ectue avec la règle Solve, Introduce,
Simplify ou Propagate, alors on a bien qu'il existe
un environnement te′ tel que Γ′ ` F ′, E′, D′ Goal et
Γ′ ` G Goal le cas échéant.
Considérons le cas de la règle Unfold. On peut

supposer, sans perte de généralité, que H ′ = p(s)
et H = p(t). Comme Γ ` p(s) Atom, il existe un
schéma de types τ ∈ types(p) et une substitution ρ tels
que Γ ` s : τρ. Comme le programme est bien typé,
` H :- Clause, donc il existe un environnement de
typage Γτ tel que Γτ ` B Goal et Γτ ` p(t) Headτ ,
c'est-à-dire Γτ ` t : τρr où ρr est un renommage de
τ . En posant ρ′ = ρ−1

r ρ, et de par le lemme 2, on
obtient Γτρ′ ` t : τρ et Γτρ′ ` B Goal . En posant



(Var)
X : τ ∈ Γ
Γ ` X : τ

(Sub)
Γ ` t : τ τ ≤ τ ′

Γ ` t : τ ′

(Func)
Γ ` t1 : τ1ρ . . . Γ ` tn : τnρ

Γ ` f(t1, . . . , tn) : τρ

ρ est une substitution de types
τ1 × . . . τn → τ ∈ types(f/n)

(Atom)
Γ ` t1 : τ1ρ . . . Γ ` tn : τnρ

Γ ` p(t1, . . . , tn) Atom
ρ est une substitution de types

τ1 × . . . τn ∈ types(p/n)

(Head)
Γ ` t1 : τ1ρ . . . Γ ` tn : τnρ

Γ ` p(t1, . . . , tn) Headτ1×...×τn

ρ est un renommage
τ1 × . . . τn ∈ types(p/n)

(Clause)
∀σ ∈ types(p/n) Γσ ` p(t1, . . . , tn) Headσ Γσ ` B1 Atom . . . Γσ ` Bk Atom

` p(t1, . . . , tn) :- B1, . . . , Bk Clause

(Label with)
Γ ` H Atom Γ ` G Goal

` label_with H if G Label_with

Tab. 2 � Sytème de types pour CLP et label_with

Γ′ = Γτρ′ ] Γ, on obtient Γ′ ` t = s Atom. D'où
Γ′ ` B,F,E, s = t, D.
Considérons en�n le cas de la règle Label. De même

que pour la règle Unfold, il existe Γ′ ` B,F,E, p(t) =
p(s), D. Comme H ′ est une contrainte CHR, τ ne
contient pas de paramètre, c'est-à-dire que ρ′′ est
l'identité. On a H ′′ = p(u) pour un certain terme u.
Comme ` label_with H ′′ if G Label_with, il existe
un environnement de typage Γlw tel que Γlw ` G Goal
et Γlw ` H ′′ Atom, c'est-à-dire Γlw ` u : τ . En po-
sant Γ′′ = Γ′ ] Γlw , on obtient Γ′′ ` s = u Atom,
Γ′′ ` B,F,E, s = t, D et Γ′′ ` G Goal , d'où Γ′′ ` s =
u, G Goal . �

5 Résultats expérimentaux

Le système de types pour CLP+CHR à été implanté
comme une extension du logiciel TCLP [3], qui est un
typeur pour les langages logiques avec contraintes de
la classe CLP. Le type des variables du programme
est inféré et il est également possible d'inférer un type
pour le type des prédicats. Le type term × . . .× term
étant toujours un type possible pour un prédicat, nous
utilisons une inférence heuristique donnant un type
plus informatif [7, 4]. Cet algorithme est également
utilisé pour inférer le type des contraintes CHRs qui
n'ont pas été déclarées par l'utilisateur.
Un point intéressant est que TCLP utilise un cer-

tain nombre de solveurs écrits en CHR. Le principal
solveur est celui pour les contraintes de sous-typage.
Nous utilisons également un solveur CHR pour gérer la
surcharge des symboles de fonction et de prédicats lors
du typage. En�n nous utilisons quelques autres petits

solveurs qui permettent de gérer les environnements
de typage et les calculs préliminaires sur la structure
des constructeurs de types. Le fait de pouvoir typer
les programmes CHR permet ainsi à TCLP de véri�er
son propre code source.
L'exemple ci-dessous montre le genre d'erreur typi-

quement détectée par TCLP :

Exemple 4 Le solveur suivant permet de gérer des
compteurs. La contrainte cpt/2 associe le nom du
compteur à sa valeur et a le type atom × int .1 La
contrainte val/2 a également le type atom × int et
les contraintes incr/1 et init/1 ont le type atom.

init(C) <=> cpt(C,0).

cpt(C,V) \ val(C,X) <=> X=V.

incr(C), cpt(V,C) <=> V1 is V+1, cpt(C,V1).

Le typeur produit le message suivant :

! Error in "count.pl", line 3 :

Incompatible types for C : atom and int

Il s'agit en fait d'une inversion d'arguments : dans la
tête de la dernière règle, les arguments de la contrainte
cpt ont étés inversés.

Cet exemple montre le résultat de l'inférence de type
sur un petit solveur :

Exemple 5 Le solveur suivant, issu de [8], calcule du
plus grand diviseur commun de deux nombres.

gcd(0) <=> true.

gcd(N) \ gcd(M) <=>

N=<M | L is M mod N, gcd(L).

1Le type atom correspond aux atomes Prolog, c'est-à-dire

des symboles d'arité 0, et non pas aux atomes logiques.



Véri�cation Inférence
Programme # lignes # règles CHR Total CHR Total
gcd 10 2 0.03 s 0.03 s 0.04 s 0.04 s
varleq 30 4 0.04 s 0.26 s 0.07 s 0.43 s
bool 173 78 1.32 s 2.13 s 4.63 s 5.96 s
listdom 73 13 0.78 s 1.45 s 1.77 s 2.75 s
interval 145 24 3.41 s 3.5 s 99.58 s 99.69 s
domain 266 84 4.30 s 6.42 s 183.92 s 186.94 s
fourier-gauss 328 30 1.98 s 5.88 s 19.04 s 30.42 s
arc 47 2 0.14 s 0.81 s 0.23 s 1.09 s
allenComp 495 490 17.48 s 17.51 s ND ND
sous-typage 595 57 4.52 s 6.22 s 319.66 s 322.64 s
surcharge 465 10 0.43 s 3.99 s 1.10 s 8.01 s
TCLP 4594 82 5.22 s 53.97 s 416.08 s 518.39 s

Tab. 3 � Performance de TCLP

Le typeur infère le type suivant :

:- typeof gcd(int) is chr_constraint.

c'est-à-dire que gcd a le type int .

Performances La rapidité du typeur a été évaluée
sur dix solveurs CHR issus de [8], sur le solveur de
contraintes de sous-typage et le solveur pour la sur-
charge dans TCLP, ainsi que sur TCLP dans son inté-
gralité. Ces tests on été réalisés sur une machine dotée
d'un Pentium IV à 2 Ghz et de 512 Mo de RAM. Les
résultats sont présentés dans le tableau 3.
La première colonne indique le programme

CLP+CHR. La deuxième colonne indique le nombre
de lignes de code dans le programme et la troisième
colonne indique le nombre de règles CHR du pro-
gramme. Nous indiquons ensuite, dans la colonne
�Véri�cation�, les temps de typage pour la véri�cation
des types avec inférence du type des variables, mais
sans inférence du type des prédicats et des contraintes
CHR. En�n, la colonne �Inférence� indique les temps
de typage avec inférence de type pour les prédicats et
les contraintes. Les temps de typage des règles CHR
sont indiqués dans les colonnes �CHR�, les temps de
typage du programme CLP+CHR dans son intégralité
étant donnés dans la colonne �Total�.
Les temps de typage pour la véri�cation, sans in-

férence du type des prédicats et des contraintes, per-
mettent de constater que le typeur est utilisable en
pratique. Par exemple, il su�t de moins de 18 s pour
véri�er les 490 règles du solveur allenComp, ou de
54 s pour véri�er les quelques 4600 lignes de code de
TCLP. En revanche, les résultats sont beaucoup plus
disparates lorsque l'on utilise l'inférence de type pour
les prédicats et les contraintes. Par exemple, il faut
environ 71 fois plus de temps pour inférer les types

que pour e�ectuer la véri�cation dans le cas du sol-
veur pour le sous-typage, Dans le cas de allenComp,
l'inférence a même échoué pour cause de manque de
mémoire. Cela est dû au fait que, pour inférer le type
d'une contrainte, le typeur doit considérer en une seule
fois toutes les règles et les clauses faisant partie d'une
même composante connexe du graphe d'appel. À l'in-
verse, la véri�cation peut se faire règle (resp. clause)
par règle. Or les solveurs CHRs sont souvent peu stra-
ti�és, c'est-à-dire qu'ils mettent souvent en jeu des
composantes connexes très larges. Une raison à cette
di�culté, est qu'une ou deux contraintes sont utilisées
comme des structures de données, par exemple pour
représenter le domaine de variables. Ces contraintes
apparaissent alors dans la tête de nombreuses règles
CHR du solveur. Ainsi, le solveur pour les contraintes
de sous-typage a une composante connexe comprenant
54 prédicats et contraintes CHR. De telles compo-
santes connexes nécessitent ainsi de gérer de très nom-
breuses contraintes de sous-typage et occurences de
symboles surchargé en même temps. Les algorithmes
de résolution des contraintes de sous-typage et de ré-
solution de la surcharge sont cependant potentielle-
ment exponentiels [6, 5]. De ce point de vue, les per-
formances de l'inférence de type sont relativement sa-
tisfaisantes. En particulier, l'inférence de types peut
être utilisée la première fois qu'un solveur est typé, les
types alors inférés étant ensuite utilisés comme décla-
rations durant la suite du développement du solveur.

6 Conclusion

Nous avons présenté un système de types pour le
langage des Constraint Handling Rules [9], paramétré
par le système de types du langage hôte. Nous avons
également présenté son instanciation par le système de
types prescriptifs TCLP [7] pour les langages logiques



avec contraintes. Sous l'hypothèse que la simpli�ca-
tion d'une mémoire de contraintes natives bien typé
produise une mémoire bien typée, nous avons montré
la cohérence des deux systèmes, respectivement par
rapport à la sémantique opérationnelle de CHR et par
rapport à la sémantique étendue CLP+CHR.
Le système de types pour CLP+CHR a été implanté

comme une extension du logiciel TCLP [3]. Nous avons
exposé des résultats expérimentaux montrant que le
système est dors et déjà utilable et utile en pratique.
Comme perspectives, nous prévoyons d'améliorer les

performances de l'inférence des types pour les grandes
composantes connexes, et d'acquérir plus d'expérience
pratique de la part des utilisateurs du système, en par-
ticulier sur son impact lors du développement de sol-
veurs CHRs complexes. Il serait également intéressant
d'étudier l'instanciation du système de type avec celui
du langage Java dans le cadre de l'implantation des
CHRs dans la boîte à outils JACK [2].
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