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Résumé

Le "model heking" est une méthode automatique permettant de dé-

ider si un iruit ou un programme, exprimé omme un système de transi-

tions onurent, satisfait un ensemble de propriétés exprimées dans une lo-

gique temporelle telle que CTL. Dans e papier nous montrons que l'utili-

sation du "model heking" symbolique apporte des avantages par rapport

à la simulation pour questionner et valider des modèles formels de pro-

essus biologiques. Nous reportons nos expérienes d'utilisisation du "mo-

del heker" symbolique NuSMV et du "model heker" ave ontraintes

DMC pour modéliser et questionner deux proessus biologiques : un mo-

dèle qualitatif du ontr�le du yle ellulaire des mammifères d'après les

diagrammes de Kohn,et un modèle qualitatif sur la régulation de l'expres-

sion des gènes.

1 Introdution

Ces dernières années, la biologie a lairement engagé un travail d'éluidation

des proessus biologiques de haut niveau en termes de leur base biohimique

au niveau moléulaire. La prodution en masse des données post-génomiques,

telles que l'expression d'ARN, la prodution de protéines et les interations

protéine-protéine, soulève le besoin en parallèle d'un réel e�ort sur la représen-

tation formelle des proessus biologiques. Les réseaux de métabolisme, les voies

de signalisation extraellulaires et intraellulaires, ainsi que les réseaux de ré-

gulation d'expression de gènes, sont des systèmes dynamiques très omplexes.

Les bases de données ave des informations qualitatives et quantitatives sur la

dynamique des systèmes biologiques, ne seront pas su�santes pour intégrer et

employer e�aement les onnaissanes atuelles au sujet de es systèmes. La

oneption des outils formels pour modéliser des proessus biomoléulaires

et pour raisonner au sujet de leur dynamique semble être une étape obliga-

toire de reherhes auquelle le hamp de la véri�ation formelle en informatique

peut énormément ontribuer. On a proposé es dernières années plusieurs for-

malismes pour modéliser des réseaux biohimiques. Regev et Shapiro [?℄ étaient

les premiers à proposer l'utilisation d'un langage onurrant formel, à savoir le

∗ Cet artile est une version révisée de [?℄. Le travail a été réalisé dans le adre de l'A-

tion Coopérative de Reherhe �Caluls de Proessus et proessus biologiques�, ARC CPBIO,

http://ontraintes.inria.fr/pbio
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π-alulus de Milner, pour modéliser un proessus biohimique tel que la as-

ade de RTK/MAPK. Le bio-alul de [?℄ présente une syntaxe orientée biologie

pour un alul semblable. Plus réemment, des modèles quantitatifs de proes-

sus biohimiques ont été développés ave des réseaux de Pétri hybrides [?, ?℄,

des langages onurrants ave ontrainte hybrides [?℄, et des automates hybrides

[?, ?℄.

Dans et artile nous proposons d'aller au delà de la simulation et de nous

onentrer sur la question de fournir des méthodes automatisées pour question-

ner et valider les modèles formels en biologie des systèmes. Plus spéi�quement,

nous proposons,

� l'utilisation de la logique temporelle CTL omme langage d'interrogation

des modèles de proessus biologiques,

� l'utilisation des systèmes de transitions onurrents pour modéliser es

proessus biologiques.

� l'utilisation des tehniques de �model heking� symbolique pour évaluer

automatiquement les requêtes CTL sur des modèles qualitatifs ou quanti-

tatifs,

Notre démarhe sera illustrée par deux exemples: un modèle qualitatif du ont�le

du yle ellulaire des mammifères d'après les diagrammes de Kohn [?, ?℄, et un

modèle quantitatif de l'expression gènique.

1.1 Exemple 1: Le Contr�le du Cyle Cellulaire des Mam-

mifères

Dans et exemple, les ateurs prinipaux sont les gènes, les protéines ave

leurs sites de phosphorylation, les omplexes multimoléulaires, et les mem-

branes qui ompartimentent la ellule. Les moléules interagissent pour pro-

duire de nouvelles protéines (synthèse), former des omplexes multimoléulaires

(omplexation), modi�er des protéines (phosphorylation et dephosphorylation),

dégrader ou transporter des moléules.

Le yle ellulaire des eukaryotes est divisé en deux phases prinipales. La

phase de division ellulaire (phase de mitose) pendant la quelle la ellule mère

se divise en deux ellules �lle qui possèdent le même patrimoine gènétique que

leur parente. La seonde phase prinipale est l'interphase qui oupe 90% du

temps du yle ellulaire. Cette phase est déoupée en trois sous-phases. Une

phase de roissane ellulaire (la phase G1) pendant laquelle elle peut esser

d'évoluer et rester dans un état quiesent nommé G0. Une phase de synthèse (la

phase S) pendant laquelle le patrimoine gènétique de la ellule est dupliqué. Et

une phase de véri�ation (la phase G2) pendant laquelle s'il y a eu déterioration

de l'ADN, il y a réparation de l'ADN, ou si ela s'avère impossible, il y a mort

ellulaire.

Chaque phase est aratérisée par l'ativité de deux prinipaux types de

protéines: les ylines et ylin-dependant-kinase (Cdk). L'ativité des Cdk né-

essite la omplexation ave à une yline. Puis ette ativité est ontr�lée par

des inhibiteurs ou ativateurs spéi�ques grâe à des phosphorylations, dépho-

sporylations ou omplexations. Les omplexes dk-yline peuvent aussi in�uen-

er (diretement ou indiretement) leurs ativateurs et inhibiteurs. On parle de

boules de rétroontr�le positifs ou négatifs selon les e�ets de la boule.
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Un état de la ellule est dé�ni par des données générales omme le pH et

la température et par la valeur de es ateurs. Cette valeur peut être juste la

présene ou l'absene des moléules, ou leur nombre, ou leur onentration dans

haque partie de la ellule. Notez qu'un ensemble d'états peut être représenté

juste par une information partielle sur les valeurs réelles des variables d'état,

omme par exemple des intervalles ou des ontraintes entre les variables.

Dans la suite, nous nous intéressons à di�érents types de questions biolo-

giques :

Sur l'aéssibilité :

1 Soit un état initial init, existe-t-il un hemin pour synthétiser une

protéine P ?

2 Quels sont les états initiaux à partir desquels un ensemble de pro-

téines S peuvent être produites?

Sur les hemins :

3 La ellule peut-elle atteindre un état s sans passer par un autre état

s2?

4 L'état s2 est-il une étape indispensable (�hekpoint�) pour atteindre
l'état s?

5 La ellule, peut-elle atteindre l'état s sans violer ertaines ontraintes
c?

6 A partir d'un état initial init, est-il possible de synthétiser une pro-

téine P sans réer ni utiliser la protéine Q?

Sur les états stables :

Par �état stable� on entend état permanent ou état stationnaire selon si

l'on prend le sens fort ou non.

7 Est-e qu'un ertain (partiellement dérit) état s de la ellule est un

état stable?

8 La ellule peut-elle atteindre l'état stable s à partir de l'état initial

init?

9 La ellule doit-elle atteindre l'état stable s à partir de l'état initial

init?

10 Quels sont les états stables?

Sur le temps :

11 Combien de temps faut-il pour qu'une moléule soit ativée?

12 En un temps donné, ombien de ylines A peuvent être aumilées?

13 Combien de temps dure une phase donnée du yle?

Sur la orretion du modèle :

14 Peut-on voir les inohérenes du modèle et les orriger?

1.2 Exemple 2: La Régulation de l'Expression Génique

Les gènes sont les ateurs qui permettent la synthèse de protéines. On dit

qu'un gène est atif lorsque sa prodution à dépasser un ertain seuil. On dit

qu'un gène est ativé (resp inhibé) lorsque qu'une moléule l'aide (resp le gène)

à synthétiser. Les gènes, via leur prodution, se régulent entre eux par ativation

et inhibition. On parle de réseaux de régulation génique.
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Comme noté dans [?, ?℄, la dynamique des réseaux de régulation de gènes

peut être modélisée par un système d'équations di�érentielles de la forme :

ẋi = fi(~x) − gi(~x) ∗ xi, xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n,

où ~x est un veteur de variables représentant des onentrations ellulaires de

la prodution des gènes (protéines et ARN messagers), ou bien des variables

exogènes (Ph, température,...), gi(~x) est le taux de dégradation de la protéine

xi, et fi est une fontion fortement non linéaire qui exprime l'e�et (ativation,

inhibition) des autres variables sur la synthèse de xi. L'ation d'un gène sur un

autre gène met en évidene l'importane des paliers d'ativation pour qu'il y ai

in�uene. Les variables exogènes sont dé�nies en plaçant ẋi = 0.
Pour et exemple, nous nous intéressons aussi aux types de questions sui-

vantes:

Sur l'ativation :

15 Un protéine x peut-elle atteindre une onentration supérieur à un

ertain seuil de valeur τ?

16 Quelles états peuvent produire pour x une onentration supérieur

au palier de valeur τ?

Sur les invariants :

17 Est-e que le rapport c entre des onentrations peut toujours être

satisfait?

1.3 Plan du papier

La setion suivante présente la logique temporelle CTL que nous proposons

d'utiliser. Cette démarhe est illustrée par la formalisation des questions biolo-

giques données préédement pour les deux as étudiés dans e papier. Quelques

limites de CTL sont disutées à travers des questions biologiques non direte-

ment traduites en CTL.

Dans la setion 3, nous nous foalisons sur un formalisme de systèmes de

transitions onurrents pour la modélisation en base de règles des réseaux bio-

himiques. Cei est illustré par un système de transitions sur des variables boo-

léennes pour une partie (la boîte des ylines) du ontr�le du yle ellulaire

des mammifères, et par un système de transitions sur des nombres réels et des

ontraintes linéaires pour un exemple pédagogique d'intération entre gènes.

La setion 4 présente l'algorithme de base du �model heking� ainsi que les

variantes, omme le �model heking� symbolique et elui basé sur les ontraintes,

que nous utilisons pour questionner nos modèles biologiques. Cette setion four-

nit quelques performanes qui montre l'appliabilité de la méthode.

La setion 5 donne quelques informations et référenes supplémentaires sur

le travail e�etué.

La dernière setion présente notre onlusion.
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2 La Logique Temporelle CTL omme une Lan-

gage de Requête pour les Modèles Biohimiques

2.1 Préliminaires sur CTL

La logique temporelle CTL, �Computation Tree Logi�, est une logique pour

dérire les propriétés des arbres de alul et des systèmes de transitions non-

déterministes [?℄. CTL est une logique temporelle qui fait abstration de la durée

et qui dérit l'ourene des événements dans les deux dimensions du système:

le temps(ordonnanement) et le non-déterminisme. CTL prolonge fondamenta-

lement la logique propositionelle ou elle du premier ordre (FO) [?℄, ave deux

quanti�eurs de hemins pour le non déterminisme : A (All), signi�e �pour tous

les hemins de transitions�, and E(Exist), signi�e �pour au moins un hemin

de transitions�, et ave plusieurs opérateurs temporels : X (neXt), signi�e �au

temps suivant�, F (Finaly) signi�e �à un moment dans le futur�, G (Generally)

signi�e �tout le temps�, U (Until) signi�e �jusqu'à e que�.

Une propriété de �sûreté�, indiquant qu'une ertain situation dérite par une

formule φ ne doit jamais se produire, est exprimé par la formule CTL AG¬φ,
.a.d. sur tous les hemins,φ est toujours (à haque moment) fausse.

Une propriété de vivaité�, indiquant qu'une bonne situation dérite par la

formule ψ se produira par la suite, est exprimée par la formule CTL AFψ,
.à.d. sur tous les hemins ψ sera vraie à un moment donné. Notez que par

dualité nous avons EFφ = ¬AG¬φ et EGφ = ¬AF¬φ pour n'importe quelle

formule φ.
Formellement, les formules CTL

∗
sont divisées entre les formules des états

et elles des hemins. Soit AP un ensemble de propositions atomiques dérivant

des états. Une formule d'état est une proposition atomique, ou une formule

de hemin pré�xé par un quanti�eur de hemin, ou une ombinaison logique de

telles formules. L'ensemble des formules de hemin est la fermeture de l'ensemble

des formules d'états par des opérateurs temporels et des onneteurs logiques.

Les formules d'état et de hemin sont des formules CTL

∗
. La logique CTL est

un fragment syntaxique de CTL

∗
dans lequel tout opérateur temporel doit être

préédé par un quanti�eur de hemin. Par exemple, A(FGφ) et E(Fφ ∧ Gψ)
sont des formules CTL

∗
et ne sont pas exprimable en CTL. Dans et artile,

nous ne onidéreront que le fragment des formules CTL.

La sémantique de CTL est donnée par une struture de Kripke. Une struture

de Kripke K est un triplet (S,R,L) où S est un ensemble d'états, R ⊆ S × S
est une relation (de transition) et L : S → 2AP

est une fontion qui assoie

à haque état l'ensemble des propositions atomiques vraies dans et état. Un

hemin dans K à partir d'un état s0 est une suite in�nie d'états π = s0,s1,...
tel que (si,si+1) ∈ R pour tout i ≥ 0. Nous dénotons par πi

le su�xe de π
ommençant à si. Ci suit, la dé�nition indutive de la relation de vérité posant

qu'une formule CTL φ est vraie dans K à l'état s, noté K,s |= φ, ou vrai dans

K le long du hemin π, noté K,π |= φ (les règles standard pour les onnetions

logique sont omises):

� K,s |= φ ssi s |= φ, si φ est une formule d'état,

� K,s |= Eφ ssi il y a un hemin π à partir de s tel que K,π |= φ,

� K,s |= Aφ ssi pour tout les hemins π à partir de s, K,π |= φ,

� K,π |= φ ssi s |= φ où s est le premier état de π, si φ est une formule
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d'état,

� K,π |= Xφ ssi K,π1 |= φ,

� K,π |= Fφ ssi il existe k ≥ 0 tel que K,πk |= φ,

� K,π |= Gφ ssi pour tout k ≥ 0, K,πk |= φ,

� K,π |= φUψ ssi il existe k ≥ 0 tel que K,πk |= ψ and K,πj |= φ pour tout

0 ≤ j < k.

Suivant [?℄, étant donnée une struture de Kripke K, on peut identi�er une

formule CTL φ à l'ensemble des états qui la satisfont, .à.d. {s ∈ S|K,s |= φ}.

2.2 Exemple 1: Le Contr�le du Cyle Cellulaire des Mam-

mifères

Suit l'exemple des questions biologiques listée dans la setion préédente

traduites en formule CTL :

Sur l'aéssibilité :

1 init ⇒ EF (P ),

2 EF (S), la formule CTL est en e�et une représentation de tous les

états la satisfaisant, Les outils de �model heking� permette d'énu-

mérer expliitement es états.

Sur les hemins :

3 EF (s2 ∧ EFs),

4 ¬E((¬s2) U s),

5 E(c U s),

6 init ⇒ E(¬Q U P ),

Sur les états stables :

7 s⇒ AG(s), un état stable dans le sens fort est un état dans lequel la

ellule reste indé�niment sans la possibilité de s'éhapper, on parle

d'état permanent. Un état stationnaire (dans lequel la ellule peut

rester indé�niment mais peut s'éhapper), peut être modélisé par

s⇒ EG(s),

8 init ⇒ EF (AGs), ou init ⇒ EF (EGs) au sens faible de l'état stable,

on remarque que la requête au sens fort ne s'exprimerait pas en lo-

gique LTL,

9 init ⇒ AF (AGs), ou init ⇒ AF (EGs) au sens faible,

10 L'ensemble des états stables d'un système ne peut pas être représenté

par une question en CTL. Dans CTL il est seulement possible de

véri�er si un état (partiellement dérit) donné est un état stable. Une

approhe possible pour aluler l'ensemble des états stables (ou de

points de ontr�le (hekpoint), et...) d'un réseau biohimique serait

de ombiner les méthodes de model heking ave des méthodes de

reherhe. Cette hybridation est un problème ouvert intéressant.

Sur le temps :

Le temps dans la logique temporelle CTL est une notion purement qua-

litative, basée sur une relation simple de préédene. Le raisonnement au

sujet des durées n'est ainsi pas exprimable ave les opérateurs temporels

de CTL. Néanmoins, si la logique CTL sous-jaente de la desription de
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l'état n'est pas propositionelle mais du premier ordre, il est toujours pos-

sible dans FO de modéliser des intervalles de temps en ajoutant à toutes

les propositions atomiques des arguments numériques supplémentaires re-

présentant le début et la durée de l'ation. Le model heking basé sur les

ontraintes présenté dans la setion 4.1 fournit une méthode automatique

pour évaluer de telles questions.

Sur la orretion du modèle : Quand une propriété prévue n'est pas véri-

�ée, le hemin montrer pour le ontre exemple peut aider l'utilisateur à

ra�ner le modèle. De même, lorsqu'une propriété inattendue est véri�ée, le

hemin servant de témoin aide l'utilisateur à ra�ner son modèle en ajou-

tant des onditions supplémentaires aux règles, ou si la propriété n'est pas

onnue par les biologistes omme vraie ni omme fausse, le témoin peut

suggérer des expérienes biologique dans le but de valider ou d'invalider

ette propriété du modèle. En biologie, la boule standard entre la modé-

lisation et la validation du modèle est en fait une boule en trois point :

modéliser, questionner le modèle et expérimenter biologiquement.

2.3 Exemple 2: La Régulation de l'Expression Génique

La seonde série de questions sur l'exemple d'interration entre gènes peut

être traduite en CTL omme suit: Il est important de noter que pour ette

seonde série d'exemples, l'utilisation de la logique du premier ordre est utile

pour exprimer les ontraintes dans les requêtes CTL [?, ?℄.

Sur l'ativation :

15 init ⇒ EF (x > τ),

16 EF (x > τ),

Sur les invariants :

17 init ⇒ AG(c).

La remarque préédente, sur les outils pour orriger le modèle ou suggérer des

expérienes biologiques, s'applique tout aussi bien.

3 Modéliser des Réseaux Biohimiques ave des

Systèmes de transitions onurrents

Les systèmes de transitions onurrents ont été introduits dans [?℄ pour

raisonner sur des programes onurrents. Les systèmes de transitions onurents

o�rent une manière direte pour spéi�er une struture de Kripke par des règles

de réation et nous les emploierons don pour ette raison a�n de modéliser des

réseaux biohimiques.

Un système de transitions onurent est une struture de Kripke présentée

omme un triplet (~x,I,R) où ~x est un nuplet de variables (de donnée ou de

ontr�le), I est une formule sur ~x qui exprime les onditions initiales omme un

ensemble de valeurs pour toutes les variables, et R est un ensemble de règles

ondition-ation. Les règles ont la syntaxe suivante:

condition φ(~x) action ~x′ = ρ(~x)
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où φ(~x) est les onditions sous lesquelles la règle est appliable, et la version

prime des variables dénote les nouvelles valeurs ρ(~x) des variables après l'ap-

pliation de la règle. Par onvention, les variables qui ne sont modi�ées dans le

oté droit de la règle garde leur valeur inhangée.

Clairement, un système de transition onurrent dé�nit une struture de

Kripke, où l'ensemble des états est l'ensemble de tout les nuplets des valeurs des

variables, l'état initial est un nuplet de valeurs qui satisfont la ondition initial,

et la relation de transition est l'union

1

(.a.d. la disjontion) des relations entre

les états de toutes les instanes des règles ondition-ation.

Dans la suite, nous assoierons une variable de donnée à haque moléule

(protéine ou gène). La valeur d'une variable sera soit une valeur numérique ex-

primant la onentration de la moléule, soit une valeur booléene exprimant

simplement la présene ou l'absene de la moléule. L'évolution temporelle du

système sera modélisée par les pas de transition. Les di�érents hemins de tran-

sition modèliseront le omportement indéterministe du système.

3.1 Exemple 1 : Le ontr�le du yle ellulaire des mam-

mifères

Dans [?℄, Kohn fournit, par diagramme anoté, un plan des intérations molé-

ulaires des systèmes du ontr�le du yle ellulaire et de réparation de l'ADN.

La partie onernant le ontr�le du yle ellulaire et ave plus de détails la �Cy-

lin box� et la �E2F box� ont été modélisées dans l'ARC CPBIO par M. Chiave-

rini et V. Danos [?℄, en un ensemble de 732 règles de réation sur 165 protéines,

et 532 variables qui tiennent ompte des di�érentes formes des protéines. La

beauté de e modèle est que haque règle est une instane d'un de es inq

shémas de règles suivants:

1. La Complexation : A + B → AB,

Deux moléules A et B se lient pour former un omplexe multimoléulaire

AB;

2. La Phosphorylation : A+B → Ap+B,

La moleule A est modi�ée par l'ation d'un atalyseur B, A est transfor-

mée en une forme phosphorylée Ap,

3. La Déphosphorylation : Ap+B → A+B,

La moléule phosphorylée Ap perd un élément phosphate par l'ation du

atalyseur B;

4. La Synthèse : A→ A+B,

La moléule B est synthétisée à partir d'un gène dont le promoteur A est

ativé;

5. La Dégradation : A+B → A,

La moléule B est dégradée par la moléule A.

Dans e modèle, haque type de moléule est modélisé par une variable. Par

manque de donnée quantitative, les variables assoiées aux moléules sont toutes

booléenes. Elles expriment simplement la présene ou l'absene de la moléule

dans la ellule. Ce modèle du ontr�le du yle ellulaire des mammifères est un

1. les systèmes de transitions onurents sont asynhrones dans le sens qu'une seule règle

est exéutée par pas de temps (sémantique d'entrelaement), d'où la relation de transition est

l'union des relations assoiées aux règles. Par ailleurs, on ne onsidère pas les programmes

synhrones dans e papier, mais, leur relation de transitions est dé�nie par intersetion.
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modèle purement logique. Par exemple, CyH, Cdk7 et CyH-dk7 sont trois

variables représentant respetivement la yline H, la �ylin dependent kinase�

sept et le dimer yline H - dk 7. Dans le shéma de la règle de ompléxation,

AB représente une variable propositionelle qui dénote le omplexe multimolé-

ulaire qui est le résultat de la liaison des moléules dénotées par A et B. Une
instane de e shéma est la règle CyH + Cdk7 → CyH-Cdk7. Les trimers, les

teramers et plus généralement les polymers peuvent être formés en appliquant

le shéma de omplexation à un dimers, et. A noter qu'il est possible de dis-

tinguer les omplexes (AB)C et A(BC) s'il y a des raisons biologiques de faire

ette distintion.

De façon similaire, on peut introduire une variable nommées Cdk1(phosphorylé

sur la Thr14)-ylinB, pour représenter la forme phosphorylée du dimer Cdk1-

Cylin B sur le site Thr 14 de la Cdk 1. La phosphorylation de e dimer

par la Mytosine 1 est modélisée par l'intane de règle: Cdk1-CyB + Myt1

→ Cdk1(phosphorylé sur la Thr14)-CyB + Myt1. Une instane de la règle

de déphosphorylation est: Cdk1(phosphorylé sur la Thr14 et sur la Tyr15)-

CyB + Cd25C(phosphorylé sur le domain N-terminal) → Cdk1-ylinB +
Cd25C(phosphorylé sur le domaine N-terminal).

A�n d'être onis, nous utilisons, dans un shéma de règle pour dénoter

les règles de ondition-ation, la onvention suivante: La partie gauhe d'une

règle est juste sa ondition. La partie droite est une formule qui exprime quelles

variables deviennent vraies après l'ation, ave la onvention que les variables

qui n'apparaissent pas dans l'instane de la règle restent inhangées, et que la

variables qui n'apparaissent que dans la partie gauhe de la règle prennent des

valeur arbitraire. Le shéma de la règle de ompléxation est par onséquant une

abréviation des quatres règles de ondition-ation suivantes:

condition A+B action AB′ = true,A′ = true,B′ = true
condition A+B action AB′ = true,A′ = false,B′ = true
condition A+B action AB′ = true,A′ = true,B′ = false
condition A+B action AB′ = true,A′ = false,B′ = false

Les règles de ondition-ation permettent expliitement la disparition (la onsom-

mation) des moléules A et B par omplexation.

3.2 Exemple 2 : La Régulation de l'Expression Génique

Suivant la méthode de Euler pour résoudre les équations di�érentielles nu-

mériquement, on peut assoier un système de transitions disret, en gardant

l'état in�ni, à un système d'équations di�érentielles.

Nous utiliserons l'exemple pédagogique pris dans [?℄ d'intération entre deux

gènes suivant:

ẏ = 0.01 ∗ x,
ẋ = 0.01 − 0.02 ∗ x si y < 0.08,
ẋ = −0.02 ∗ x si y ≥ 0.08.

Le gène x ative le gène y, mais à partir d'un ertain palier, le gène y inhibe

l'expression du gène x.
Une disrétisation par palier d'une unité de temps dt (e.g. dt = 1) permet

d'avoir le système simple de transitions suivant:

condition y < 0.8 action x′ = x+ (0.01− 0.02 ∗ x) ∗ dt, y′ = y+ 0.01 ∗x ∗ dt
condition y ≥ 0.8 action x′ = x− 0.02 ∗ x ∗ dt, y′ = y + 0.01 ∗ x ∗ dt

Le système de transitions de et exemple est déterministe, mais il est important
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de noter que e n'est pas requi par la méthode. Noter que les dérivées peuvent

être ajouter aux états du système dans le as où leur expression expliite est

requise. Une disrétisation dynamique est possible en ajoutant le palier de temps

dt omme une variable d'état, similairement à la simulation à plusieurs vitesses

dans les systèmes hybrides.

4 Le �Model heking� pour les Systèmes Biolo-

giques

4.1 Préliminaires sur le �Model Cheking�

Le �Model heking� est un algorythme pour aluler , dans une struture de

KripkeK, l'ensemble des états qui satisfont une formule CTL donnée, .à.d. l'en-

semble {s ∈ S|K,s |= φ}. Par souis de simpliité, nous ne onsidérons que le

fragment CTL de CTL

∗
, et nous utilisons le fait que (par dualité) toutes les

formules CTLpeuvent s'exprimer en termes de ¬, ∨ , EX, EU et EG.
Quand K a un ensemble d'états �ni, l'algorithme de �model heking�, dans

sa plus simple forme, travaille ave une représentation expliite de K omme

un graphe de transitions, et étiquette haque état ave un ensemble de sous-

formules de φ qui est vraie pour et état.

Premièrement, les états sont étiquettés ave les propositions atomiques de φ
qui sont vraies dans es états. L'étiquetage plus omplexe est fait itérativement,

suivant la syntaxe de la sous-formule de φ. Les formules de la forme ¬φmarquent

les états qui ne sont marqués par φ. Les formules de la forme φ∨ψ sont ajoutées

aux étiquettes des états marqués par φ ou ψ. Les formules EXφ sont ajoutées

aux étiquettes des états diretement prédeesseurs des états marqués par φ Les

formules E(φUψ) sont ajoutées aux états prédéesseurs de ψ tantqu'ils satisfont

φ. Les formules EGφ demande le alul des omposantes fortement onnextes du

sous-graphe des transitions restreint aux états satisfaisant φ. Les états étiquetés
par EGφ sont les états du sous-graphe pour lesquels il existe un hemin menant

à un état dans une omposante fortement onnexte non triviale. La omplexité

de l'algorithme est O(|φ| ∗ (|S| + |R|)) où |φ| est la taille de la formule, |S| est
le nombre d'états, et |R| est le nombre de transitions [?℄.

Le modèle heking symbolique est un algorithme plus e�ae qui utilise

une reprèsentation symbolique de la struture de Kripke �nie ave des formules

booléenes. En partiulier, la relation de transition est entièrement odée par une

seule formule booléene (disjontive), les ensembles d'états sont enodés par des

formules booléennes, et les diagrammes de déisions binaires ordonés (ordered

binary deision diagrams (OBDDs)) sont utilisés omme formes anoniques pour

les formules booléenes. L'algorithme de �model heking� symbolique alul la

représentation de l'ensemble des états en OBDD qui satisfont une formule CTL

donnée. Ce alul néessite un alul itératif du plus petit point �xe (pourEF ) et
du plus grand point �xe (pour EG) d'un opérateur simple de transformation des

prédiats assoié aux onneteurs temporels [?℄. Dans nos expérienes reportées

plus bas, nous utilisons le �model heker� symbolique à-l'état-de-l'art NuSMV

[?℄.

Le �model heking� basé sur les ontraintes est appliqué sur les strutures

de Kripke à état in�ni, tel que les strutures de Kripke ave des variables à

intervales non bornés ou aux domaines numériques ontinus. Un états ontraint
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est une représentation �nie utilisant les ontraintes d'un ensemble �ni ou in�ni

d'états. Dans la méthode de Delzanno et Podelski [?℄, les strutures de Kripke à

état in�ni sont représentées par des programmes logiques ave ontraintes, et les

formules CTL, qui sont basées sur un fragment de la logique du premier-ordre,

sont identi�ées omme le plus petit point �xe et le plus grand point �xe de tels

programes. Dans nos expérienes reportées plus loin sur le modèle de régulation

de l'expression génique, nous utilisons l'implémentation en Sistus Prolog ave

ontraintes sur les domaines �nis et les nombres réel (algorithme du simplex)

du �model heker� DMC [?℄.

4.2 �Model Cheking� symbolique sur les Modèles Logiques

Requête Profondeur Profondeur DMC DMC NuSMV

Reherhe Preuve états temps (s) temps (s)

ompilation - - - - 47.5

EF(CyE) 6 3 279 440 2

EF(SL1p) 10 5 2107 9950 29

EF(CyA) 6 2 1072 7632 1.9

EF(PCNA-CyD) 6 4 245 850 1.7

¬E(¬Cd25-a - 4 - - 2.2

U Cdk1-CyB-a

Tab. 1 � Evaluation de requête CTL dans le ontr�le du yle ellulaire des

mammifères ave DMC et NuSMV.

Le tableau 1 quelques idées de performane sur l'évaluation des requètes

CTL dans le modèle du yle ellulaire des mammifères. La première olonne

indiquent les requêtes. La seonde olone indique la longueur du (plus ourt)

hemin entre le premier état qui véri�e la propriété et et l'état le plus éloigné

qui la véri�e aussi. La troisième olonne indique la longueur du hemin (ontre-

exemple ou témoin). La quatrième olonne indique le nombre d'états ontraints

alulés par DMC. Les deux dernières olonnes indiquent le temps CPU en

seonde (mesuré sur un pentium 4 à 660Mhz pour DMC et un atlon 1800 pour

NuSMV) mis pour aluler la réponse à la requête. Les temps d'exéution de

DMC (eux qui inlus la onstrution du hemin) montrent l'e�aité de la

représentation des états en OBDD, omparée à la simple représentation des

états en Prolog utilisée dans DMC.

4.3 Le �Modèle Cheking� ave ontraintes sur les modèles

quantitatifs

Constraint-based model heking of quantitative models must be ontrasted

with symboli model heking tehniques whih use �nite domain abstration

tehniques to deal with quantitative models [?℄. The onstraint-based model

heker DMC [?℄ performs a bakward reahability analysis, starting from a

onstrained state expressing the CTL property to prove, up to the omputation

of a state expression ontaining the initial state. Safety (resp. liveness) properties

involve the omputation of the least (resp. greatest) �xpoint of a onstraint logi

program.
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It is worth noting that this kind of reasoning mixes symboli omputation

on set of states desribed by numerial onstraints, with a form of reasoning

by indution. In the simple example of gene regulation, the query EF (x ≥ 0.5)
immediately evaluates to false, as any predeessor state of a state desribed by

the onstraint x ≥ 0.5 again satis�es that onstraint and is thus subsumed.

The table below show some performane �gures in the Prolog implemen-

tation of DMC. Better performane results ould be obtained by using other

disretizations of the problem, other translations involving Runge-Kutta me-

thod, and other implementations of the onstraints.

Type Request Pathway Number Computing

length of states time (se)

16 EF(x≥0.5) 0 1 0.02

16 EF(x≥0.2) 28 29 3.65

16 EF(x≥0.45) 116 117 59

16 EF(y≥0.8) 212 213 256

16 EF(x+y≥1.3) 178 179 173

16 EF(x+y≥1.2) 194 195 206

17 AG(x>0.5) 1 2 0.03

17 AG(x<0.1) 14 127 8

17 AG(y<0.8) 211 421 7

Tab. 2 � Examples of CTL queries in the example of gene interation.

5 Disussion and Related Work

The experiments reported in this paper should be read as a proof-of-onept

rather than as providing an already usable aurate modeling of biologial sys-

tems. Some errors or ambiguities were orreted with the biologists of the ARC

CPBIO, but more work with biologists is needed to validate further the formal

modeling of Kohn's diagram as a onurrent transition system, and inorporate

more knowledge in the model.

The pathway logi of S. Eker et al. [?℄ is tightly related to our approah.

The modeling of biohemial networks with onurrent transition systems is of

a somewhat lower level than with pathway logi. Pathway logi is indeed more

expressive as it an express algebrai properties of the omponents, suh as the

ommutativity and assoiativity of omplexation. This apability an be used to

infer the possible reations of moleules from their logial struture. It is worth

onsidering however, that the interation apabilities of a protein are often not

related to the ones of its omponents, as they depend on the 3D struture of the

proteins whih is obviously impratial to take into aount in a global modeling

[?℄.

One limitation to the modeling of biologial systems with onurrent tran-

sition systems is the neessity to enode all the parameters of the system in a

�nite vetor of data and ontrol variables. In order to get rid of this di�ulty,

we are urrently investigating the use of other model hekers based on linear

logi or multiset rewriting, that dont't have this restrition and make it possible

to reason about systems within an arbitrary ontext [?℄.
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Another obvious limitation in the experiments reported here is the absene

of stohasti data. There are however stohasti model heking methods [?, ?℄

whih an be investigated to irumvent this limitation.

The performanes of our model heker an be improved in many ways as

we have already shown with the use of DMC and NuSMV for the logial model

of the mammalian ell yle ontrol. Similar improvements will be neessary to

show the salability of this approah for quantitative models. In this respet,

onstraint-based model heking is thightly related to hybrid systems methods

and to hybrid veri�ation tools suh as for example Hyteh [?℄ or d/dt [?℄.

Approximation tehniques oming from hybrid automata an be imported in

onstraint-based model heking with the framework of abstrat interpretation.

On the other hand, onstraint-based model heking provides a method for gene-

ralizing hybrid veri�ation tools, going from pure reahability analysis towards

more general CTL query evaluation.

6 Conlusion

We have applied symboli model heking tehniques to the querying and

validation of both quantitative and qualitative models of biomoleular systems.

Our �rst experiments show some advantages over simulation. Constraint rea-

soning makes it possible to group large or in�nite sets of states into small

onstrained state expressions whih provide formal proofs of reahability, pa-

thway, hekpoint and stability properties. In some ases the properties an

be heked by omputing a fewer number of states than by simulation. It is

also possible to reason with in�nite sets of initial states �nitely represented by

onstraints. Moreover the proof method applies to non-deterministi systems,

for whih simulations may be unfeasible.

We have also shown that onstraint-based model heking an be applied in

quantitative models desribed by di�erential equations. In our experiments we

used a symboli variant of Euler's method, but the use of the more aurate

Runge-Kutta method, of non-linear onstraint solving by interval propagation,

and the use of abstration tehniques open many ways for improvement.

For all these reasons, we believe that, beyond simulation, veri�ation tools

suh as model heking will beome indispensable for querying and validating

omplex models in systems biology.
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