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Résumé

Dans cet article nous montrons la décidabilité des contraintes de sous-
typage non-structurel dans les quasi-treillis. Ce probléme posé par Smolka
en 1988 est important pour le typage des langages logiques et fonctionnels.
Nous généralisons ’algorithme de Trifonov et Smith dans les treillis, au cas
des quasi-treillis avec une complexité en temps en O(k;, i * krnae * n3), ol
kmin (reSp. kmaz) est le nombre d’éléments minimaux (resp. maximaux)
du quasi-treillis, v est le nombre de variables non bornées, et n est le
nombre de contraintes. Nous étendons de la méme maniére l’algorithme
de Pottier de calcul explicite de solutions au cas des quasi-treillis. Nous
évoquons ensuite les applications de ces résultats, notamment au systéme
TCLP de typage des programmes logiques avec contraintes.

1 Introduction

La recherche de systémes de types de plus en plus flexibles pour les langages
de programmation, va de paire avec la recherche d’algorithmes de résolution de
contraintes de typage dans des structures de types de plus en plus complexes.
Dans le cadre de nos travaux sur le systéme de typage TCLP des programmes
logiques avec contraintes [2], nous nous intéressons a la résolution de contraintes
de sous-typage non structurel dans des structures de types plus générales que
les treillis.

Le sous-typage non-structurel permet d’exprimer des relations de sous-typage
comme par exemple list(«) < term qui permet de voir une liste (homogeéne)
comme un terme. Les algorithmes de vérification et d’inférence des types d’un
programme se raménent essentiellement & résoudre des systémes de contraintes
de sous-typage de la forme 3X A, t; < ¢; ou les t;,t; sont des types et X est
I’ensemble des variables apparaissant dans le systéme.

Lorsque les constructeurs de types forment un treillis, Trifonov et Smith
[?] ont donné un algorithme simple de décomposition, ayant une complexité
en temps en O(n?), pour tester la satisfiabilité des contraintes de sous-typage
non-structurel dans le treillis des types infinis ou réguliers (dans les types finis,



la décidabilité de ces contraintes est un probléme ouvert). Pottier [5] a étendu
cet algorithme pour calculer explicitement des solutions lorsqu’il en existe. La
structure de treillis des constructeurs de types imposent cependant qu’il existe
un élément minimum 1| et un élément maximum T, et ne traite pas le typage
par 1 comme une erreur.

De facon a nous affranchir de ces restrictions, nous nous intéressons au cas ot
les constructeurs de types forment un quasi-treillis, c’est-a-dire un ensemble par-
tiellement ordonné dont toute partie finie admettant un minorant (resp. majo-
rant) admet une borne inférieure (resp. supérieure). La résolution des contraintes
de sous-typage non-structurel dans les quasi-treillis est un probléme ouvert men-
tionné dans la thése de Smolka [?]. Dans cet article, nous apportons une réponse
positive & ce probléme en généralisant les algorithmes de Trifonov-Smith et Pot-
tier aux hypothéses de quasi-treillis.

Le plan de Particle est le suivant. Dans la prochaine section, on définit I’en-
semble ordonné des types infinis formés sur un quasi-treillis de constructeurs,
et on montre que cet ensemble a une structure de quasi-treillis. Dans la section
suivante on montre que les systémes de contraintes clos au sens des régles de dé-
composition de Trifonov et Smith sont encore satisfiables sous les hypothéses de
quasi-treillis, et on donne un algorithme de test de satisfiabilité des contraintes
en O(k2,, % k2 an *13), 01 kpin, (r€sp. kmaz) est le nombre d’éléments minimaux
(resp. maximaux) du quasi-treillis, v est le nombre de variables non bornées, et
n est le nombre de contraintes. Dans la section 4, on généralise ’algorithme de
Pottier de calcul explicite de solutions aux hypothéses de quasi-treillis. Enfin la
section 5 présente des applications de ces résultats et nous concluons.

2 Types infinis

2.1 Préliminaires

Soit (E, <) un ensemble partiellement ordonné. Soit S C E. On note
Mig(S) 'ensemble des minorants de S et Mag(S) I'ensemble des majorants
de S. On note big(S) (resp. bsg(S)) la borne inférieure (resp. supérieure) de
S si elle existe. On note Mig({a,b}) = Mig(a,b) et Mag({a,b}) = Mag(a,b).
Un inf-quasi-treillis (resp. sup-quasi-treillis) est un ensemble partiellement or-
donné dont toute partie finie admettant un minorant (resp. un majorant) admet
une borne inférieure (resp. supérieure). Un quasi-treillis est un inf et sup-quasi-
treillis.

Définition 2.1 (Quasi-treillis complet) Un ensemble partiellement ordonné
(E, <) est un quasi-treillis complet (au sens des ensembles), si:

— pour tout S # 0 C E, si Mig(S) # 0, alors big(S) existe.
— pour tout S # (0 C E, si Mag(S) # 0, alors bsg(S) existe.



2.2 Etiquettes

Comme mentionné dans 'introduction, nous nous intéressons & des langages
de types qui autorisent des relations de sous-typage entre des constructeurs
d’arité différente, comme list(«) < term. De fagon générale, ces relations de
sous-typage spécifient les relations entre les arguments des constructeurs, par
exemple dans k1 (a,03) < ka(8), on spécifie que les types construits avec k1 sont
des sous-types de ko lorsque le deuxiéme argument de k; et argument de ks
correspondent, le premier argument de k; est quant & lui oublié.

D’un point de vue formel, il est plus simple (et plus général) d’exprimer ces
correspondances entre arguments, en travaillant avec une structure de termes
étiquetés, comme développé dans la thése de Pottier [3]. Dans ce formalisme,
chaque argument d’un constructeur est désigné par une étiquette et non une
position. On distingue de plus des étiquettes positives et négatives pour exprimer
la covariance ou la contravariance des arguments, vis & vis de la relation de sous-
typage.

Soient donc LT et £~ deux ensembles disjoints dénombrables d’étiquettes,
on pose L = LT W L. Soit (K,<x) un quasi-treillis complet de constructeurs
de types. Soit arg une fonction de K dans les parties finies de L.

Définition 2.2 (Signature) (K,<x,LT,L™,arg) est une signature si
1. pour tout k1<xko<iks, arg(ki) Narg(ks) C arg(ks)
pour tout S C IC, si bix(S) eriste, alors arg(bix(S)) C U,cgarg(s)
pour tout S C IC, si bsic(S) eriste, alors arg(bsk(S)) C U,cgarg(s)
pour tout k1<xke, il existe k tel que k1<xk<icks et arg(k) = arg(ki) N
arg(ks).

T o

Les conditions 1), 2), 3) de cohérences des étiquettes vis & vis de la relation
d’ordre sont similaires a celles que ’on trouve dans [4] pour les treillis. La condi-
tion 4) est spécifique aux quasi-treillis. Elle a pour but de rejeter des signatures
comme k1 («) < k2() qui n’induisent pas une structure de quasi-treillis pour les
types. En effet ko(ks3) et k2(ks) admettent des minorants comme par exemple
k1(ks) ou ki (k4) mais n’admettent pas de borne inférieure.

Pour une signature (K,<x,L,L£” ,arg), on note £* I’ensemble des chaines
finies d’étiquettes, € la chaine vide, “.” la concaténation et ||w|| la longueur de w.
Nous nous intéressons aux types infinis formés sur K, dans lequels les positions
sont définies par des chaines d’étiquettes:

Définition 2.3 (Types infinis) Soit (K,<i,L1,L™ arg) une signature.

Un type t est une fonction partielle de L* dans K telle que :

1. Son domaine est clos par préfize : Yw = wy.we € dom(t),w; € dom(t)

2. e € dom(t)

3. pour tout w € dom(t), pour toutl € L, w.l € dom(t) si et seulement si

[ € arg(t(w))).
On note 7(S) 'ensemble des types construits sur la signature S. Par la suite,
on supposera S = (K,<x,LT,L™ ,arg) fixée et on notera 7 = 7 (S). On note t/w



le type t' : v — t(w.v). On note U/I, ’ensemble des sous-termes des types dans
U C T alaposition | € L, c’est-a-dire U/l = {t/l |t € U Nl € arg(t(e))}.

Les notions suivantes seront utiles & la suite. On définit tout d’abord les
minorants (ou les majorants) d’un constructeur k qui ont un ensemble restreint
d’étiquettes communes avec k :

Définition 2.4 (Minorants et majorants par rapport 4 un ensemble d’étiquettes)
On dit que k' € K est un minorant (resp. majorant) de k € K par rapport a

L e L sik'<ck (resp. k<ik') et arg(k) Narg(k’) C L.

On note Mig ¢ (k,L) (resp. Mag ) l’ensemble des minorants (resp. majorants)

de k par rapport a L.

On définit ensuite le sous-ensemble des étiquettes de k apparaissant dans
Mix ¢ (k,L)

Définition 2.5 (Etiquettes significatives) Le sous-ensemble des étiquettes
significatives de L € L au-dessous (resp. au-dessus) de k est définit par :

ESMi;Qﬁ(/{Z,L) = {l eL | Ik e Mi;@ﬁ(k’,L),l S arg(kz) N arg(k’)}

(resp. ESMay o (k,L) = {l € L | 3k’ € Mag (k,L),l € arg(k) Narg(k’)}).
On vérifie aisément en utilisant les conditions de la définition d’un signature
que
Propriete 2.6 Si Mix c(k,L) # 0, alors Mix c(k,L) a un mazimum
k' = bS;c(Mi;QL(k,L)) et arg(k’) = ESMi)Q[;(k,L).
De méme, si Max (k,L) # 0, alors Mix . (k,L) a un minimum
k' = bi;C(Ma;cyl;(k,L)) et arg(k’) = ESM&;QL(IC,L).

2.3 Ordre sur les types

On définit Pordre <7 sur les types par coinduction, comme l’intersection
d’une suite (<,,) de préordres sur les types définie par:
- <og=T xT
=t <p41 t' sit(e)<gt'(e) et pour tout I € arg(t(e)) Narg(t'(e)):
— soit [ € LT et t/I<xt'/l
—soit [ € L™ et t/[I<kt/l

Définition 2.7 (Ordre sur les types)
<r=[) <n
neN
Propriete 2.8 <7 est un ordre sur T

Démonstration : On montre par récurrence que pour tout n € N, <,, est un
préordre et on en déduit la transitivité et la réflexivité pour <7. Pour démontrer
I’anti-symétrie, on commence par montrer, par récurrence, que pour tout n € N,
ity <p41 t2 et ta <,41 t1 alors pour tout w € dom(ty) tel que ||w| < n, on
a w € dom(ta) et t1(w) = ta(w). Il suffit ensuite de prendre t;<zta<rty: si



t1 # to, alors il existe un w de taille minimale, telle que t;(w) # ta(w). Or
t SHWH‘H to SHWH‘H t1 et donc tl(w) = tQ(’u}). O
On vérifie de la méme maniére que pour deux types t1,to € 7,
Propriete 2.9 t1<7ty si et seulement si t1(c)<yta(e) et VI € arg(t1(e)) N
arg(t2(e)) -

— soitl € LT et t1/I<7ta/l

- so0itl € L et ta/I<zt1/l

Le but & présent est de montrer que ’ensemble des types ainsi ordonné est un
quasi-treillis. Nous définissons tout d’abord ’ensemble des étiquettes utilisables
sous un ensemble de type S comme l’ensemble des étiquettes [ telles que S/I
soit minoré (ou majoré, selon le cas):
Définition 2.10 (Ensemble des étiquettes utilisables) Soit S C 7. L’en-
semble des étiquettes utilisables au-dessus (resp . au-dessous) de S est [’ensemble
l € L tels que:

1. S/L#0

2. lune de ces deux affirmations est vraie

—le Lt et Mir(S/1) # 0 (resp. Maz(S/l) #0)
—1le L™ et Mag(S/l) #0 (resp. Mig(S/l) #0)

On note EUSous(S) I'ensemble des étiquettes utilisables au-dessous de S et
EUSur(S) l'ensemble des étiquettes utilisables au-dessus de S. On définit a
présent, ce qui sera le constructeur de téte des bornes inférieres et supérieures
dans 7.
Définition 2.11 (Constructeur de borne) Le constructeur de borne infé-

rieure (resp. supérieure) d’un ensemble de types S C T, noté Kbi(S) (resp.
Kbs(S)) est définit par :

Kbi(S) = bsic(Mik,z(bixc({s(e) | s € S}),EUSous(S)))
Kbs(S) = bixMak z(bsk({s(e) | s € S}),EUSur(S9)))

On définit maintenant des suites de types qui approximent, les bornes jusqu’a
une profondeur donnée :

Définition 2.12 (Borne inférieure (resp. supérieure) de rang n) La borne
inférieure (resp. supérieure) de rang n d’un ensemble S C T avec S # (), notée
biz,(S) (resp. bst,(S)), est définie comme suit:
Soit n € T un type fixé quelconque’ :
= bizo(S) =1
= bszo(S) =1
— biz,11(S5)(€) = Kbi(S) et VI € arg(Kbi(9)) :
- soitl € LT et bir,1(5)/l = bir,(S/])
- soitl € L™ et bir,,1(5)/l = bsr,(S/1)

1. I’idée ici c’est d’avoir une définition correctement fondée pour les biz,, /bst,,. n n’est
comparé qu’a lui méme et son choix est donc complétement arbitraire



— bsrn11(5)(e) = Kbs(S) et Vi € arg(Kbs(S)) -
- soitl € LT et bir,1(5)/l = bst,(S/1)
- soitl € L™ et bir,1(5)/l = bir,(S/1)
On peut & présent définir les candidats pour les bornes inférieures et supé-
rieures dans 7 :
Définition 2.13 (biz et bsy) On défini la fonction partielle bir : p(T) — T
(resp. bst) comme suit :
Pour tout n € N, pour tout w € dom(bir,, 1) (resp. w € dom(bsr, 1)) tel que
Jw]| =n:

biz (8)(w) = biz,11(S) (w)
(resp. bsz(S)(w) = bsz41(S)(w) )

Propriete 2.14 Soit S C T avec S # 0. Si Mir(S) # 0 (resp. Mar(S) # 0)
alors pour tout n € N, Vs € S)bir, (S) <, s (resp. bs1,,(S) >n s).

Propriete 2.15 Soit S C 7T avec S # 0 tel que Mir(S) # 0 (resp. Mir(S) #
0).
Vs € S,bir(S)<rs (resp. bsr(S)>71s)

Propriete 2.16 Soit S C 7T avec S # () tel que Miz(S) # 0 (resp. Mir(S) #
0).
Vt € Miz (S),t<7bir(S) (resp. Vt € Mar(S),t>7bsr(95)).

Théoréme 2.17 (7,<7) est un quasi-treillis complet ot bir désigne les bornes
inférieures et bst les bornes supérieures.

Démonstration : Soit S C 7 et S # (). Si S est minoré alors, par la propriété
A8, bir(9) existe. Par 2.15, Vs € S)bir(S)<7s et par 2.16 Vt € T,(Vs €
Sit<rs) = t<7bir(S). Donc bir(S) est la borne inférieure de S. De méme,
si S est majoré alors bsz(S) est défini et est la borne supérieure de S. Donc
(7,<7) est un quasi-treillis complet. O
On note R ’ensemble des termes réguliers (c’est-a-dire ayant un ensemble
fini de sous-termes) de 7.
Propriete 2.18 (Bornes de deux types réguliers) Soit t; et t2 deux types
réquliers. Si bir(t1,t2) est définie alors c’est un type régulier. De méme, si
bst(t1,te) est définie alors c’est un type régulier.

Théoréme 2.19 (R,<7) est un quasi-treillis.

Démonstration : Par le théoréme 2.17, (7,<7) est un quasi-treillis. Par la
propriété 2.18, on a que si 1y € R et ro € R, et si Irr<gri A r<grs, alors
bir(r1,r2) € R. De méme si Ir,r>7ry A r>7rg, alors bsr(ri,r2) € R. Donc
(R,<7) est un quasi-treillis dont la borne inférieure est définie par biy et la
borne supérieure par bsz. m]

Remarque: (R,<7) n’est pas forcément un quasi-treillis complet. Considé-
rons K = {a,b} avec a<ib et arg(a) = arg(b) = {l}. Considérons la suite de
types (up), définie comme suit : u, (w) = bsi |w|| = @, et u,(w) = a sinon.
On peut vérifier qu’il n’existe pas de borne inférieure de (uy), dans R.



3 Algorithme de test de satisfiabilité des contraintes
de sous-typage

Soit V un ensemble dénombrable de variables, notées «,(, . ... On définit les
types avec variables comme ’ensemble des types formés a partir de la signature
(KUV,<k,LT,L”,arg). On note cet ensemble Tyag.

Une contrainte de sous-typage est de la forme t; < t3, avec t1,ts € Tyar

finis. Soit C' un systéme de contraintes de sous-typage. On note VAR(C), le
sous-ensemble de V qui apparait dans C.

Définition 3.1 On dit qu’une substitution p : V — 7T satisfait la contrainte
tl S tQ, noté P ': tl S t2, 8 p(tl)STp(tQ)

La contrainte de sous-typage t1 < to est satisfiable si et seulement si il existe
une substitution p qui satisfait t1 < to.

Dans un but de simplification, nous supposons, sans perte de généralité, que
les systémes de contraintes considérés dans la suite ne contiennent que des petits
termes. Un petit terme est un terme de pronfondeur maximale 1, dont toutes les
feuilles sont des variables. Par exemple list(«) et « sont des petits termes mais
list(int) n’en est pas un. Clairement, étant donné un systéme de contraintes,
on peut trouver un systéme de contraintes équivalent dont tous les termes sont
des petits termes, en introduisant des variables pour les arguments de termes
qui ne sont pas des petits termes, et en introduisant des contraintes d’égalités
(doubles inégalités) entre ces variables et les arguments correspondants.

3.1 Systémes clos

On définit tout d’abord les systémes prés-clos comme les ensembles de contraintes
dont les variables sont bornées:
Définition 3.2 (Systéme pré-clos) Un systéme de contraintes C est dit pré-
clos supérieurement si pour toute variable o € VAR(C), il existe t tel que o <
t € C. C est dit pré-clos inférieurement si pour toute variable « € VAR(C), il
eziste t tel que t < o € C. Un systeme de contraintes C' est dit pré-clos s’il est
pré-clos supérieurement et inférieurement.

On définit & présent dans la table 1 la fonction subc de décomposition des
contraintes, de l'algorithme de Trifonov et Smith [6].

Définition 3.3 (Systéme clos) On dit qu’un systéme de contraintes C est
clos s’il est pré-clos et si pour toute contrainte c, subc(c) € C, pour tout {t; <
a,a < to} C C, sube(ty < ta) est définie et inclue dans C et si pour toute
variable o de C, il existe t1,ta € V tels que {t1 < a,a < t2} C C.

Nous introduisons & présent une série de notions et de lemmes techniques
visant & démontrer qu’un systéme clos est satisfiable, théoréme 3.7.

On définit CT(a) ={t |t € V,a<teClet Clla)={t|t gVt <ace
C}. On étend ces fonctions aux ensembles de variables comme suit: C1(A) =



subc(a < 8) = {a< B}

subc(a <t) = {a<t}
subc(t <a) = {t<a}
si t1(€)<gta(e) :
subc(t; <ty) = U {t1/1 <ty/1} U
learg(ty () Narg(t () L+
U {t2/l < t1/1}

learg(ty(e))Narg(t2(e))NL—
TAB. 1 — Fonction subc [5, 6]

Uaea CT(a) et CL(A) = Uyea Cl(a). On introduit également la notation sui-
vante : mix i (k1,k2) = bsx(Mik 2 (k1,arg(k2) Narg(k1))).

On définit la fonction sol sur les couples (A,B) d’ensembles de variable de C
clos. Cette fonction permet de batir une solution p de C. On peut la voir comme
une fonction donnant le constructeur de téte d’un type qui serait compris entre
les p(a) et les p(B3), pour « dans A et § dans B.

Définition 3.4 Soit C un systéme de contraintes clos. On introduit la fonction
partielle sol : o(VAR(C)) x p(VAR(C)) — K définie comme suit: Soit A,B C
VAR(C), tels que A # 0, B # 0 et Va € AVS # a € B,a < 8 € C. Soit
S={tle) |t € CT(B)} et I = {t(e) | t € Cl(A)}. Si on note ks = bix(S) et
kr = bsi(I) alors sol(A,B) = mix x(ks.kr).

Notons que si C est clos, A # (), B # () et pour tout o € A,3 € B avec a # 3,
a < e C,alors sol(A,B) est bien défini. Soit t € C'|(A) et t' € CT(B). Comme
C est clos, subc(t < t') est définie, c’est-a-dire ¢(e)<xt'(e). Donc Vk € I Vk' €
S k<xk'. Comme C est clos, C|(A) # @ et C1(B) # 0. Donc kg et k; sont bien
définis, de plus k;<yxks.

Lemme 3.5 Soit C un systéme de contraintes clos et A, B C VAR(C). Si
sol(A,B) est défini, alors Vi € arg(sol(A,B)), sil € LT, sol(C|(A)/1,C1(B)/I)
est défini, sil € L™, sol(CT(B)/l,C(A)/1) est défini.

Lemme 3.6 Soit C un systéme de contraintes clos. Soit A,B,E,F C VAR(C).
Si CL(A) C Cl(E) et C1(F) C C1(B) et sol(A,B) et sol(E,F) sont définis,
alors sol(A,B)<ksol(E,F).

Théoréme 3.7 Tout systéme de contraintes clos est satisfiable.

Démonstration : On considére la fonction partielle v : p(VAR(C))xp(VAR(C)) —
7 définie sur le domaine de sol comme suit : y(A4,B)(e) = sol(A,B). Siy(4,B)(w) =
sol(E,F) alors, VI € arg(sol(E,F)),l € LT 7(A,B)(w.l) = sol(C|(E)/l,CT(F)/l)

et sil € L7, v(A,B)(w.l) = sol(CT(F)/l,C|(E)/l). Par induction, et utili-
sant le lemme 3.5, on vérifie que y(A4,B) est un type. On pose la substitution

pla) =~({a}fa})



Reste a vérifier que p = C. On montre par récurrence que Vn € N\Vt; < g €
C.p(t1) <, p(t2) et que pour tout A,B,E,F € VAR(C) tels que C|(A4) C C|(E),
CT(F) C C1(B) et sol(A,B) et sol(E,F) sont définis, v(A,B) <,, y(E,F).

Le cas n = 0 est trivialement vrai. Supposons & présent que I’hypothése est
vrai pour le cas n.

Considérons le cas t1 = v(A,B) <p+1 Y(E,F) = t3. Par le lemme 3.6,
k1 = v(A,B)(e)<kv(E,F)(€) = ka. Soit | € arg(ky) Narg(kz2), [ € L. Comme
CL(4) € CL(E), CL(A)/I C CL(E)/l et done CL(CL(A)/I) € CL(CL(E)/I). De
méme CT(CT(F)/l) C C1(C1(B)/1). Donc, par récurrence, t1/l = v(C[(A)/I,CT(B)/l) <,
Y(CL(E)/I,CT(F)/l) = t2/l. Sil € L7, comme C|l(A) C C|(E), Cl(A)/l C
CL(E)/Let donc CT(C(A)/1) C C1(CL(E)/1). De méme CL(CT(F)/1) € CLCT(B)/1).
Donc, par récurrence, to/l = v(CT(F)/I,CL(E)/l) <, v(CT(B)/l,Cl(A)/]) =
tl/l D’ou tl SnJrl t2.

Considérons p(a) < p(B). Comme o < 8 € C et comme C est clos, on a
Cl(a) CCL(B) et CT(B) € CT(«). On peut donc appliquer le résultat ci-dessus
pour obtenir p(a) = 7({a}{a}) <ni1 YUBLIBY) = p(B).

Considérons oo < t, avec t € V. On a p(a)(e) = sol({a},{a})<ikbix({t'(¢) |
t' € C1(a)})<kt(e) cart € CT(«). Soit I € arg(p(a)(e))Narg(t(e)),l € LT.Ona
t/1 = 8 pour un certain 8, p(t)/1 = y({B}.{B}) et p(a)/l = 4(CL(a)/1,CT(a)/1).
On a g € C7(a)/l, donc CT(B) C C1(CT(«)/1). Comme C est clos, on a Vo' €
Cl(a)/l,e/ < B € C.Comme C est clos,ona C|(C|(a)/l) C CL(3). On obtient
done p(a)/L = 4(CL(@)/LCT(@)/1) <n A{BLIBY) = p(t)/L. Sil € £, on a
p(a)/1 = 1(C1(a)/LCL(a)/1). On & B € CL(a)/l, donc CL(B) C CL(CL(a)/1).
Comme C est clos, Vo' € C1(a)/1,08 < o' € C et CT(CT(w)/1) C CT(5). Donc
p(0)/1 = Y({BLABY) <n 7(CT(@)/LCL(a)/1) = pla) /L. Done pla) <ns1 p(t)

On traite de maniére similaire le cas t < a.

Reste le cas t1 < tg avec t1,t2 € VAR(C). Comme C est clos t1(€)<xta(e).
Soit I € arg(t1(€)) Narg(t2(€)), I € LT. Comme C est clos, en posant « = t1 /1 et
B =tz/l,onaa<pecC etpar récurrence, p(t1)/l = p(a) <, p(B) = p(t2)/I.
De méme sil € L7, on a p(t2)/l <, p(t1)/l. Donc p(t1) <ni1 p(ta).

Donc pour tout n € N, pour tout t1 < t2 € C, p(t1) <, p(t2), c’est-a-dire
p(t1)<7p(t2). Donc p = C. U

3.2 Algorithme de cléture

Théoréme 3.8 (Cléture) Soit C = C° un systéme de contraintes pré-clos.
Soit
crtt=c"u U subc(c) U U subc(t < t)
ceC {t<a,a<t'}CC

Si la suite C,C1,C?, ... est infinie, alors elle atteint un point fize C™, qui est le
plus petit systéme de contraintes clos contenant C. Son ensemble de solutions
est égal a celui de C et C™ est satisfiable. Sinon C n’a pas de solution. On
appelle C* la cloture de C.

Démonstration : Pour un C™ quelconque, il est clair que C™*! est équivalent
a C™ ¢'il est défini et que C™ n’a pas de solution dans le cas contraire (c’est-



a-dire si on applique essaie d’appliquer subc sur une contrainte t; < to alors
que t1(e)Lxta(e), ce qui signifie que ¢t; < to n’est pas satisfiable). Donc si un
élément de la suite n’est pas défini, C n’est pas satisfiable. Sinon, la suite doit
atteindre un point fixe C™ car toute les contraintes ajoutées dans C™*! utilisent
des termes dans C", c’est-a-dire dans C', et qu’il n’y a q’'un nombre fini des telles
contraintes. Il est clair que C* est clos et donc satisfiable. O
L’algorithme ci-dessus requiert un que le systéme de contraintes auquel il est
appliqué soit pré-clos. Cette condition est automatiquement remplie dans [5, 6],
de par l'existence des types L et T respectivement plus petit et plus grand
que tous les autres types. Dans ce cas, il suffit en effet d’ajouter les contraintes
1 < aeta< TaC pour le rendre pré-clos, sans changer son ensemble de
solutions. Nous énongons dans le théoréme 3.9 des conditions suffisantes sur IC
avec lesquelles on peut décider de la satisfiabilité d’un systéme de contraintes
non-préclos :

Théoréme 3.9 (Pré-clottre) Soit Kmazx l'ensemble des mazimums de K et
Kmin l’ensemble de ses minimums. Si IC vérifie les conditions suivantes :

1. Yk € Kmaz U Kmin,arg(k) =0
2. Pour tout k € IC, il existe k1 € Kmin et ky € Kmax tels que k1<ick<icks.

alors pour tout systéme de contraintes C' on définit I’ensemble de ses pré-clotires
pc(C) comme :

pe(C)=¢ CU U {ta < a,a <t} |ta(e) € Kmin,t, (e) € Kmaz
a€VAR(C)

Tous les éléments de pc(C) sont clos et l'union de leurs ensembles de solutions
est égal a ’ensemble des solutions de C.

Démonstration : Comme Vk € Kmaz U Kmin,arg(k) = 0, pour tout C’ €
pc(C),VAR(C’) = VAR(C). Donc, par construction, les éléments de pc(C') sont
pré-clos. Pour tout C’ € pe(C), on a C C C’, donc p = C" = p = C. Reste
a montrer que si p = C alors il existe C' € pc(C) tels que p = C'. Par la
condition 2) tout o € VAR(C), on peut trouver k, € Kmin et k, € Kmaz tels
que p =t < a,a <t avec t(e) = k, et t'(€) = kI,. Donc il existe C’ € pc(C) tel
que p = C’. Donc 'union des ensembles de solutions des éléments de pc(C) est
égal & 'ensemble des solutions de C. m]
Si Kmaz et Kmin sont finis, il est possible d’énumérer les éléments de pc(C).
Comme ces éléments sont clos, ont peut tester leur satisfiabilité avec I’algorithme
du théoréme 3.8. Cela nous donne un algorithme pour tester la satisfiabilité des
systémes de contraintes non clos. La complexité du test de satisfiabilité devient
alors en O(n3kY,; kY ..) ot n est la taille du systéme de contraintes, ki, est
la taille de Kmin et k... celle de Kmazx, et v est le nombre de variables non
bornées.
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4 Calcul explicite de solutions

Dans [4], Pottier décrit un algorithme de simplification des ensembles contraintes
de sous-typage dans les treillis permettant de calculer des bornes pour les va-
riables apparaissant dans les contraintes, et de calculer des solutions par identi-
fication des variables avec ces bornes. Nous étendons cet algorithme au cas des
quasi-treillis.

Nous supposerons, comme dans la section 3 que les contraintes sont formées
de petits termes. Pour résoudre un systéme de contraintes C' dans un quasi-
treillis 7 (K), nous complétons K en un treillis -7 en lui ajoutant | et T,
avec Vk € K, L <guiv k <gci,v T et ar(T) = arg(L) = 0. Nous résolvons
ensuite C' dans 7 (K- ") avec Dalgorithme de Pottier, obtenant un systéme de
contraintes C’ équivalent & C et simplifié. Nous appliquons ensuite un ensemble
de régles sur C’, obtenant ainsi un systéme de contraintes dans lesquelles | et
T n’apparaissent plus.

Nous décrivons la forme du systéme de contraintes C’ résultant de Pappli-
cation de l’algorithme sur un ensemble de contraintes de sous-typage C' dans le
treillis 7 (K T). Lors de 'application de I’algorithme de Pottier, certaines va-
riables ont été ajoutées. Elle représentent les “bornes” supérieures et inférieures
de certains ensembles de variables de C. Nous nommerons 4 la variable repré-
sentant la borne inférieure de A et A4 celle représentant sa borne supérieure.
On dira que les variables de C' sont des variables “originelles” et que autres sont
des variables “introduites”. C’ vérifie les propriétés indiquées dans la figure 1:

1. Pour tout a € VAR(C") 3!t ¢ VAR(C') tel que ¢
VAR(C") tel que o <t € . On notera t = C’|(«)

2. Pour tout {a < B,8<§} CC,a<de .

3. Pour tout o € VAR(C"), VI € arg(C'1(a)(€)), soit I € LT et A/l = a4,
soit [ € L7 et A/l = Aa. VI € arg(C’|[(a)(€)), soit | € LT et A/l =
Aa, soit 1 € L7 et A/l = 4.

4.5 o < B € C',ousia = v4 et B3 = yp avec B C A alors
ko = C'"T(a)(€) <gxr.m kg = C'1(8)(€) et pour tout | € arg(k,) Narg(kg),
sil e Lt C'"(a)/l = vy, C'1(B)/l = vp, alors F C E. Sil € L—,
C'"M(a)/l = Ag, C"1(B)/l = Ap, alors F C E.

5. Sia< pfeC’,ousia= Ny et 3= Ngavec A C B alors k, =
C'l(a)(e) <xr.m kg = C'|(B)(e) et pour tout | € arg(kq) N arg(kg),
sil e LT, C'(a)/l = Ag, C"[(B)/l = Ap, alors E C F.Sil € L—,
C'l(a)/l =g, C'|(B)/l =~F, alors E C F.

6. Vv4,C'T(va) £ T et VA4,C" [ (Aa) # L.

7. Pour tout a € VAR(C), subc(C’[(a) < C'1(«)) est défini et inclus dans
.

8. Vit t<t gC'

a € C et I ¢

<
et t' = C'1(a).

F1G. 1 — Propriétés vérifiées par le resultat de ’algorithme de Pottier.
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Il est clair que C’ est clos donc satisfiable dans 7 (K1 T).
La figure 2 présente les régles permettant le calcul des bornes des solutions
a C dans le quasi-treillis. D désigne un systéme de contraintes.

(Down 1) Dysa<l,a<t—D~ys<la<t
Sit/l=ra4.
£/(€) = bsx(Mix, ¢ (£(e) arg(t(e)) \ {1}))
si elle est définie, ¢'(¢) = L sinon.
Pour tout I" € ¢'(¢), t'/I' = /.

(Down T) D, T <Ag,a<t—DT<dAq,a<t
Si t/l = 4.
£/(€) = bsx(Mix, ¢ (£(e) arg((e)) \ {1}))
si elle est définie, ¢'(¢) = L sinon.
Pour tout I" € ¢'(¢), t'/I' = /.

(UpT) DT<It<a—DT<Iat <a
Si t/l = 4.
£/(€) = bixc (Max. ¢ (t(e).arg(t(e)) \ {1}))
si elle est définie, ¢'(¢) = L sinon.
Pour tout I € ¢(¢), t'/I' = ¢/U'.
(Up 1) Dyas<lit<a—Dys< Lt <a

Si t/l = YA-
£/(€) = bixc (Max. ¢ (t(e).arg(t(e)) \ {1}))
si elle est définie, ¢'(¢) = L sinon.
Pour tout I € #/(¢), t'/I' =t/U'.

Fi1G. 2 — Regles de calcul des bornes dans le quasi-treillis

Propriete 4.1 L’application des régles de la figure 2 préservent les solutions
dont le co-domaine est inclus dans T(K)U{L,T}.

Démonstration : Condidérons le cas (Down L), les autres cas étant similaires.

Supposons p(a) = D,a < t,y4 < L avec dom(p) C 7 (K)U {L,T} et mon-
trons que p = Dyya < L,a < t'. Clairement, p(y4) = L. Comme pour tout
U et'(e),/l! =t'/U, il suffit de montrer que p(a)(e)<kt'(€). On a t/l = a4,
donc p(t)/l = L. Comme il n’existe pas de type dans 7 (K) qui soit plus pe-
tit que L, et par la propriété 2.9, on a I & arg(p(a)(e)). Donc p(a)(€) <jr,7
bsic(Mig, 2 (¢(€),arg(t(e)) \ {I})) si elle existe et p(a)(e) <., L sinon. Donc
pla)(e) <r.r t'(e). O

Propriete 4.2 Le systéeme de réécriture décrit par les régles de la figure 2 ter-
mine et est convergent.

Démonstration : De par la propriété 2.6, si D,a < t — D,a < t' alors
arg(t'(€)) C arg(t(e)), donc On ne peut appliquer la régles (Down 1) et (Down
T) qu’un nombre fini de fois par variable. De méme, ne peut appliquer la régles
(Up L) et (Up T) qu'un nombre fini de fois par variable. Comme aucune régle ne
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fait augmenter ’arité des bornes des variables le systéme de réécriture termine,
en O(n) étapes ol n est la taille du systéme de contraintes. La convergence se
vérifie simplement en remarquant que bsx (Mig ¢ (bsx(Mik . (k,L)),L")) =

bsic(Mik, 2 (k,L N L')) = bs(Mig, £ (bsic(Mix, 2 (k,L")),L)). o

Propriete 4.3 Soit C' le résultat de l’algorithme de Pottier appliqué a C, et
soit C' —* C" /. Alors C" vérifie les propriétés de la figure 1.

Démonstration : On vérifie que les propriétés 1), 2), 3), 6), 7) et 8) sont
conservées lors de l'application des régles de la figure 2. On montre ensuite si
Papplication d’une régle brise la propriété 4) ou 5), il est possible de la rétablir en
ré-appliquant cette régle. Comme —* est convergent, on obtient que C” vérifie
les propriétés 4) et 5). O

Théoréme 4.4 Soit C' le résultat de ’algorithme de Pottier appliqué a C, et
s0it C' —* C" 4. Si L7 =0 alors les C" () (resp. C"|[(a)) de C" définissent
une solution mazimale (resp. minimale) de C dans T (K).

Démonstration : Soit le systéme d’équations suivant: {a« =t | a <t € C"}.
Ce systéme admet une solution unique p car chaque variable n’apparait qu’une
fois & gauche du signe =. Montrons que p est une solution de C”. Pour cela on
montre par récurrence que pour tout n € N, pour tout t < t' € C”, p(t) <,
p(t), que si A C B, p(vp) <n p(ya). Le cas n = 0 est trivalement vérifié.
Soit « < 3 € C”. Par la propriété 4.3, C" vérifie les propriétés de la figure
1. Done pla)(e) = C"1(a)(€)<cC" 1(A)(e) = pla)(e). Soit L € arg(p(a)(e)) N
arg(p(B)(e)). On a p(a)/l = ~v4 pour un certain A et p(8)/l = vp pour un
certain B avec B C A. Par récurrence p(va) <, p(ys). Donc p(a) <,+1 p(5).
De la méme maniére, si A C B, p(v8) <pt+1 p(y4). Soit @« < ¢t € C”. On
a p(a) = p(t) donc p(a) <p41 p(t). Soit t < a € C”. Comme C” vérifie
la propriété 7) de la figure 1, on a p(t)(e)<xp(a)(€). De plus, pour tout [ €
arg(rho(t)(€)) Narg(p(a)(e)), t/l < C"1(a) € C, d’ou p(t)/l <,, p(c)/l. Donc
p(t) <pt1 p(a). Donc pour tout t < t' € C”, p(t)<7p(t'), donc p = C”. De
plus, comme £~ = (), il n’y a que des variables de la forme v4 qui apparaissent &
droite dans les équation du systéme qui définit p, donc, en utilisant la propriété
6) de la figure 1 et le fait que C soit pré-clos avec des bornes dans K, on obtient
que pour tout a € VAR(C), p(a) € T(K). On vérifie ensuite par récurrence
que pour tout p’ = C”, Va € VAR(C"),p'(a)<7p(a). p est donc une solution
maximale de C dans 7 (K). |

Notons que dans le cas ou il existe des constructeurs de type avec des éti-
quettes contravariantes (dans £7), il n’y a pas forcément de solution maxi-
male. Par exemple, prenons K = {int, float, —} avec int < float, LT = {r},
L~ = {a}, arg(int) = arg(float) = @, arg(—) = {a,r}. Soit C = {a —
a < B0 < a— aqint < a,a < float}. C est pré-clos et a deux solutions:
p(B) = int — int,p(a) = int et p'(8) = float — float,p’(a) = float, et ces
deux solutions sont incomparables.

En combinant ’algorithme de simplification de Pottier avec les régles de la
figure 1, nous obtenons donc un algorithme de simplification pour les systémes
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pré-clos dans les quasi-treillis. De plus, dans le cas ou tous les constructeurs de
types sont covariants (£~ = (), il fournit des solutions minimales et maximales.
Grace au théoréme 3.9, on peut obtenir un ensemble de solutions maximales et
minimales pour les systémes non pré-clos.

5 Applications

Une premiére application de 1’algorithme de résolution des contraintes de
sous-typage dans les quasi-treillis est notre systéme TCLP [2, 1] de typage des
programmes logique avec contraintes. Cet algorithme permet de s’affranchir de
I’élément | dans la structure des types. Il permet également de disposer de struc-
tures de types plus complexes que celles utilisées jusqu’d présent, notament en
autorisant des structures de types privées du type term de méta-programmation.
Nous avons implanté en CHR [?] dans TCLP lalgorithme de résolution des
contraintes par une simple modification du précédent solveur de contraintes de
TPLP dans les treillis [?].

Une seconde application se situe dans le cadre de I'inférence de types avec
sous-typage dans les langages & la ML. Dans [4] Pottier utilise les contraintes
de sous-typage dans les treillis pour l'inférence de type dans un langage a la
ML avec rangées. Cependant, dans un treillis, le type inféré pour une fonction
peut étre de la forme 1 — 7, ce qui signifie que cette fonction n’est applicable &
aucun argument. L’algorithme de résolution de contraintes décrit dans ce papier
permet d’utiliser comme structure de types le quasi-treillis obtenu en supprimant,
I’élément | du treillis. Ceci permet de produire une erreur lors du typage des
fonctions de la forme précédente.

6 Conclusion

Dans cet article nous avons défini des relations de sous-typage non structurel
trés générales dans ’ensemble des types infinis (réguliers) définis sur un quasi-
treillis de constructeurs, et avons montré que cet ensemble ainsi ordonné a une
structure de quasi-treillis. Nous avons généralisé 1’algorithme de Trifonov et
Smith de test de satisfiabilité des contraintes de sous-typage dans les treillis, au
cas des quasi-treillis avec une complexité en O(kY,,,, * kY, * 1>) Ol Kppin, (resp.
Emaz) est le nombre d’éléments minimaux (resp. maximaux) du quasi-treillis et
v le nombre de variables non bornées. La complexité de cet algorithme est donc
inchangée en O(n3) pour les systémes dont toutes les variables sont données
avec des bornes. Nous avons également étendu 1’algorithme de Pottier de calcul
de solutions au cas des quasi-treillis, et montré que les solutions calculées sont
minimales (resp. maximales) si tous les constructeurs sont covariants. Enfin,
nous avons évoqué les applications de ces extensions au systéme de typage TCLP
ainsi qu’a 'inférence de type dans des langages a la ML.
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A Démontrations de la section 2

Lemme A.1 Soit S C T avec S # 0.
Si t € Miz(S), alors t(e) € Mig, 2 (bix({s(e) | s € S}),EUSous(S)). De méme,
sit € Maz(S), alors t(e) € Mag ¢ (bsc({s(€) | s € S}),EUSur(S)).

Démonstration : On vérifie que t(e)<xbix({s(e) | s € S}) et
que arg(t(e)) Narg(bix({s(e) | s € S})) € EUSous(S). O

Corolaire A.2 Soit S C T avec S # (0. Si Miz(S) # 0 (resp. Mar(S) # 0)
alors KCbi(S) (resp. Kbs(S)) est bien défini.

Démonstration : Comme Miz(S) # 0), il existe ¢ € Mir(S) et par le lemme
A1 t(e) € Mik, c(bixc({s(e) | s € S}),EUSous(S)). Donc Mik, . (bix({s(e) | s €
S5}),EUSous(S)) # 0 et par définition, il est majoré. Donc il admet une borne
supérieure Kbi(5). |

Corolaire A.3 Soit S C 7 avec S # 0. Si Miz(S) # 0 (resp. Maz(S) # 0)
alors pour tout n € N, biz,,(S) (resp. bst,,(S)) est bien défini.

Démonstration : On le démontre par récurrence sur n : le cas n = 0 est trivial.
Pour le cas n+1, on considére biz,, 1 (S) (le cas de bsz,,,1(S) est similaire). Par
le corolaire A.2, Kbi(S) est bien défini. Soit | € arg(Kbi(S)), par la propriété
2.6 | € ESMik 2 (k,EUSous(S)) C EUSous(S). Donc S/I est minoré (ou majoré
selon le signe de [). Donc, par récurrence, biz,,1(S5)/! est bien défini. a

Lemme A.4 Soit S CT avec S # 0.Vt € T, sit € Miz(S) (resp. t € Maz(S))
alors t(€)<icKbi(S) (resp. Kbs(S)<it(e)) .
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Démonstration : Soit ¢t € Mir(S).

Par le lemme A.1, on a k € Mik (bix({s(e) | s € S}),EUSous(S)). Par défini-
tion de Kbi(S), on a donc k< Kbi(S).

La démonstration est similaire pour Kbs(S). O

Corolaire A.5 Soit S C T avec S # 0. YVt € Mir(S) (resp. t € Maz(95)),
VYn € N t <,, bir,,(S) (resp. bir,(S) <, t).

Démonstration : Par récurrence sur n. Le cas n = 0 est trivial. Considérons
t <pt1 bir,1(S). Comme ¢t € Mir(S) avec t(e) = k alors, par le lemme
A4, k<icKDbi(S). Soit | € arg(t(e)) Narg(Kbi(S)). Sil € LT, alors , comme
t € Mir(S), par la propriété 2.9, t/l € Mir(S/1). Par recurrence, on obtient
t/l <, bir,(S/l) = bir,1(S)/l. Le cas | € L, est similaire. On a donc
t <p41 biT,y1(S). De méme, si t € Maz(S), alors t >,41 bsr,,1(5). O

Lemme A.6 Soit S C 7 avec S # 0. Si Mig(S) # 0 (resp. Mag(S) # 0) alors
Vs € S,Kbi(S)<ks(e) (resp. Kbs(S)>ks(e€))

Démonstration : Comme 3¢t € Mir(S), Kbi(S) est bien défini. On note Kg =
{s(e) | s € S}. On a Kbi(S) = bs(Mix, £ (bix(Ks),EUSous(S)).

De plus Vs € S)bix(Ks)<is(e). Or, par définition, Kbi(S)<ibix(Ks).

Donc Vs € S,Kbi(S)<s. La démonstration pour Kbs(S) est similaire. O

Démonstration de la propriété 2.14: Par récurrence sur n. Le cas n = 0
est trivial. Soit s € S. On note ks/Ls = s(e). Considérons bir, ,1(S) <ni1 s.
On a bir,,1(5)(e) = Kbi(S), et par le lemme A.6, Kbi(S)<is(e). Soit | €
arg(KCbi(S)) N arg(s(e)). Par la propriété 2.6 | € ESMix .(k,EUSous(S)) C
EUSous(S). Si l € LT, bir,1(S)/l = bir,(S/l). On a s/l € S/I. Donc, par
récurrence, biz, 1(S)/l = bir,(S/1) <, s/l. Le cas | € L~ est symétrique. De
méme, bSTn-i-l(S) Zn+1 S g
Le lemme suivant exprime que bir,,(S) est égal bir,(S) jusqu’a la profon-
deur min(m,n).
Lemme A.7 Soit S C T avec S # 0 tel que Mig(S) # 0 (resp. Mar(S) #0).
Soit mn € N, m < n, Yw € N*, si [Jw| < m alors w € dom(bir,,(5)) & w €
dom(biz,(9)) et bir,,(S)(w) = bir,(S)(w) (resp. w € dom(bsr,,(S)) & w €
dom(bsz,(S)) et bst,,(S)(w) = bsr,(S)(w)).

Démonstration : Par récurrence sur m : Le cas n = 0 est trivial car il n’y a au-
cun w tel que ||w|| < 0. Considérons le cas m+1 < n+1. Si w = e: Par définition
on a € € dom(biz,, (S5)), € € dom(biz, 1(5)) et bir,,,1(5)(e) = Kbi(S) =
bir,i1(S)(€). Si w = l.w': Comme bir,,1(5)(e) = Kbi(S) = bir,+1(5)(€)
avec arg(Kbi(S)) = L,on al € L. Sil € LT, alors bir,,;1(5)/l = bir,,(S/1)
et bir,;1(S)/l = bir,(S/1). Par récurrence on a w’ € dom(bir,,(S/1)) & w' €
dom(biz,,(S/1)) Comme | € L, on a donc w = l.w’ € dom(bir,,1(5)) & w €
dom(bir,1(S)). Par récurrence, on a bir,,(S/l)(w’") = bir,(S/l)(w’), donc
bi 1 (S)(107) = (biz e (S)/D)(w') = bi (S/0) (') = bizn(S/1) (') =

(biz,1(S)/D)(w') = bir,1(S)(lw'). Le cas | € L~ est symétrique. La dé-
monstration est similaire pour bsz,, 1 |
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Le propriété suivante établit la validité de la définition 2.13:
Propriete A.8 Soit S C T avec S # 0. Si Mir(S) # 0 (resp. Maz(S) # 0)
alors bir(S) (resp. bsr(S)) est bien défini et est un type.

Démonstration : Comme Mir(S) # ), par le corolaire A.3, pour tout n € N,
bir,,(S) est bien défini. Reste & montrer que biz(S) est un type:
— Soit w.l € dom(bir(S)). Alors w.l € dom(biz y.+1)- Donc w € dom(bir jy.ij+1)-
Par le lemme A.7 on obtient w € dom(bir|j,)11), d’ott w € dom(biz(S5)).
— € € dom(bir{(5)), donc € € dom(bir(S5))
~ Soit w € dom(bir(S5)) tel que bir(S)(w) = k/L = biz|y|4+1(S)(w). On
a w.l € dom(bir(S)) & w.l € dom(biz |, 41(5)). Par le lemme A.7,
blT”le_’_l(S)(w) = b17||w||+1(S)(w) = k/L Donc w.l € dom(blTle”-l-l(S)) =4
lelL.
O

Propriete A.9 Soit S C T avec S # () tel que Mir(S) # 0.
On a V1 € arg(bir(S)(e)) :

— Soit 1 € LT et bir(S)/l = bir(S/1)

- Soit 1 € L™ et bir(S)/l = bsr(S/1)
De méme si Mar(S) # 0 alors VI € arg(bsz(S)(e€)) -

— Soitl € LT et bir(S)/l = bsr(S/1)

— Soitl € L™ et bir(S)/l = bir(S/l)

Démonstration : (biz(S)/1)(w) = bir(S)(l.w) = biz|py|41(S)(l.w). Sil €
LT alors biT”l_w||+1(S)/l = blT”w”+1(S/Z) Dans ce cas blT”le+1(S)(lw) =
(biTHl.wH—i-l(S)/l)(w) = blTHwH-i-l(S/l)(w) = blT(S/l)(’LU) Le cas | € L™ est
symétrique. On démontre de la méme maniére la propriété pour bsz(.S) O

Lemme A.10 Soit S C T avec S # () tel que Mir(S) # 0 (resp. Miz(S) # 0).
Vn € N, bir, (S) <, bir(S) et bir,(S) >, bir(S) (resp. bsr,(S) <, bsr(S5)
et bst,,(S) >, bsr(9)).

Démonstration : Par récurrence sur n: le cas n = 0 est trivial. Considérons
le cas bir(S) <p+1 bir,1(S). Par le lemme A.10, biz(S)(€) = bir,(S)(e) =
biz,,11(5)(€). On a déja biz () (€)<xcbiz,11(S)(€) et bir (S)(€)=icbizni1(S)(e)-
Soit [ € arg(bir(S)(e)). Si I € LT, alors, par la propriété A.9, bir(S)/l =
biz (S/1). On a également bir,,1(S5)/l = bir, (S/1). Par récurrence bir (S/1) <,
biz,(S/1) et bir(S/1) >n bir,(S/1). Donc biz,,1(S)/l <n biz(S)/1 et

biz,11(S)/1 >, bir(S)/l. Le cas | € L~ est symétrique. On en déduit que
biT(S) <n+1 biTn+1(S) et biT(S) >+l biT.,H_l(S). De méme bST(S) <n+1
bs7,.1(S) et bs7(S) >pnt1 bsrpi1(S). m|

Démonstration de la propriété 2.15: Soit s € S. Soit n € N. Par le
corolaire 2.14, bir,(S) <, s. Par le lemme A.10, biz(S) <, bir,(S). On a
donc bir(9) <,, s. Dot biz(S)<7s. De méme bsz(S)>7s. O

Démonstration de la propriété 2.16: Soit ¢t € Miz(S). Soit n € N. Par le
corolaire A.5, t <,, biz,(S) et par le lemme A.10, bir, (S) <, bizr(S) et donc
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t <, bir(S) D’ou t<7bir(S). De méme, si t € May(S), alors t>7bs7(S). O

Démonstration de la propriété 2.18: Soit S ’ensemble des sous-termes de
t1 et de ta. Soit Spi = {bir(u,v) | u € SAv € S} et Sps = {bsr(u,w) | u €
SAveS}.

On montre que pour tout ¢ € S,;UShs, pour tout w € dom(t), t/w € Sp;UShks,
par récurrence sur w: si w = € alors t/e = t € Sp,; U Sps. Si w = l.w’: Supposons
t = bir(u,w), avec u € S et v € S (la demonstration est similaire pour ¢ =
bst (u,v)). Supposons que | € LT (la demonstration est similaire pour € £7).
On a, par la propriété A.9, t/l = bir({u,v})/l = bir({u,v}/1).

— Si u/l est défini et pas v/l alors t/l = u/l € S C Sp; U Shs

— Si v/l est défini et pas u/l alors t/l = v/l € S C Sp; U Sps

— Si u/l et v/l sont définis, lors u/l € S et v/l € S et ¢/l = bir(u/l,v/l) €

Shi U Sbe.
Donc t/1 € Sp; U Sps. Par recurrence, (t/1)/w’ € Spi U Shs, Aot t/w € Sp; U Spe.

Comme t; et to sont réguliers, S est fini et donc Sp; U Sps est fini. Or
bir(t1,t2) € Ski, donc tous ses sous-termes sont dans Sp; U Spg, donc il y en
a un nombre fini, donc biz(¢1,t2) est régulier. De méme bsr(t1,t2) est régulier.
O

B Démonstrations de la section 3

Démonstration du lemme 3.5: Comme les termes présents dans C' sont des
petits termes, C'|(A)/l C VAR(C) et C1(B)/l € VAR(C). De plus, comme C est
closet Voo € AVG € B,a < 8 € C, pour tout t € C|(A),t' € CT(B), subc(t <t')
est défini et inclus dans C. Soit [ € arg(sol(A,B)) et [ € LT. Soit a € C|(A)/I
et 8 # a € CT(B)/Il. Nl existe t € C(A) tel que t/l = a et t' € C1(B) tel que
t'/l = 8. Comme subc(t < t') C C et l € arg(t(e)) Narg(t'(e)), « < § € C. Donc
sol(C(B)/1,CT(A)/1) est défini. De méme, sil € L, sol(C1(B)/l,C1(A)/l) est
défini. |

Lemme B.1 Soit I{Zl,kg,kg,k/’4 € K tels que k/’lgjck/’g,, k/’lgjckiz;, ko<icky et ks<gky.
Alors mig xc(ka,k1)<imix x(ka,ks).

Démonstration : On pose k = bsi(Mik . (ks,arg(ks) Narg(ks))) et

k' = bsi(Mig ¢z (ka,arg(ke)Narg(ky))), L; = arg(k;), L = arg(k) et L' = arg(k’).
Par la propriété 2.6, on a L' = ESMik ¢(k2,L2 N L1) € Ly N L. Comme
k1<xcks<xks, L1NL4y C L3. Donc L'NLy C LyoNnLiNLy C LoNLsNLy C LsNLy.
De plus k'<xcka<rks, donc k' € Mix ¢ (ks,L4 N L3), d’ott k' <gk. O

Démonstration du lemme 3.6: Soit Sp = {t(e) | t € CT(B)}, Ia =
{t(e) | t € CL(A)}, Sp = {t(e) | t € CT(F)}, Ip = {t(e) | t € CL(E)}. On
alqg CIg et Sp € Sg. Donc bS;C(IA)SKbS;C(IE) et biK(SB)SKbiK(SF). De
plus bsi(14)<gbix(Sp) et bsk(Ig)<kbix(Sr). Donc, par le lemme B.1,

SOl(A,B) = mi;cﬁ;c(bi;c(SB),bS;C(IA))S)cmilgﬁjc(bi)c(SF),bS)c(IE)) = SO](E,F). ]
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C Démonstrations de la section 4

Démonstration détaillée de la propriété 4.3 : Les propriétés 1), 2), 3) et 7)
ne sont pas modifiées par I’application des régles de la figure 2. Considérons I’ap-
plication de la régle (Down 1) C' —* Dy = D,a <t — Dy = D,a < t'. Par la
propriété 4.1, D o < t’ est satisfiable. Donc il existe p tel t; = p(D1|(a))<7tq =
pla)<7p(t) et t;<7to<7p(t'). Onaalorst;(e)<xtq(e)<ict'(€), d’ott Da|(a)<xcD2T(c).
Comme pour tout I’ € arg(t'(¢)),t’ /I’ = t/l, on conserve la propriété 6) (le trai-
tement des autres régles est similaire). Démontrons que C” vérifie la propriété
4). On considére la réduction suivante par (Down 1): ¢/ —* Dy = D,§ <
t — Do = D, < t'. Cette transition peut briser la condition 4). Prenons par
exemple o« < § € D; (les autres cas sont similaires) et montrons qu’il est pos-
sible d’effectuer une transition (Down L) pour rétablir la condition 4) vis & vis
de « et (. La seule maniére dont la condition 4) peut étre brisée par (Down
1) est que ko, = Dal(a)(e)Zxt'(€). Soit I I'étiquette utilisée lors de I'appli-
cation de (Down L). On pose t'(e) = kj et t(e) = kg. Si | ¢ arg(k,), alors
ko € Mik c(kg,arg(kp) \ {l}) et ka<xkj. Sinon, on a t/l # 3, car t # L. Donc
la propriété 4) est vérifiee pour D21 () /l et D11(5)/1, donc DaT (D27 () /1) = L
et on peut appliquer la régle (Down L) sur Dy et «, obtenant ainsi D3. On a
alors que [ ¢ arg(D31(a)(e)), d’ott D37 (a)(e)<xkp. On peut donc toujours ap-
pliquer la régle (Down L) pour rétablir la propriété 4). Il en est de méme pour
les autre régles et pour la propriété 5). Comme par la propriété 4.2, le systéme
de réécriture converge et termine, C" vérifie bien les propriétés 4) et 5). ]
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