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et arti
le nous montrons la dé
idabilité des 
ontraintes de sous-typage non-stru
turel dans les quasi-treillis. Ce problème posé par Smolkaen 1988 est important pour le typage des langages logiques et fon
tionnels.Nous généralisons l'algorithme de Trifonov et Smith dans les treillis, au 
asdes quasi-treillis ave
 une 
omplexité en temps en O(kv

min ∗k
v

max ∗n
3), où

kmin (resp. kmax) est le nombre d'éléments minimaux (resp. maximaux)du quasi-treillis, v est le nombre de variables non bornées, et n est lenombre de 
ontraintes. Nous étendons de la même manière l'algorithmede Pottier de 
al
ul expli
ite de solutions au 
as des quasi-treillis. Nousévoquons ensuite les appli
ations de 
es résultats, notamment au systèmeTCLP de typage des programmes logiques ave
 
ontraintes.1 Introdu
tionLa re
her
he de systèmes de types de plus en plus �exibles pour les langagesde programmation, va de paire ave
 la re
her
he d'algorithmes de résolution de
ontraintes de typage dans des stru
tures de types de plus en plus 
omplexes.Dans le 
adre de nos travaux sur le système de typage TCLP des programmeslogiques ave
 
ontraintes [2℄, nous nous intéressons à la résolution de 
ontraintesde sous-typage non stru
turel dans des stru
tures de types plus générales queles treillis.Le sous-typage non-stru
turel permet d'exprimer des relations de sous-typage
omme par exemple list(α) ≤ term qui permet de voir une liste (homogène)
omme un terme. Les algorithmes de véri�
ation et d'inféren
e des types d'unprogramme se ramènent essentiellement à résoudre des systèmes de 
ontraintesde sous-typage de la forme ∃X
∧n

i=1 ti ≤ t′i où les ti,t
′
i sont des types et X estl'ensemble des variables apparaissant dans le système.Lorsque les 
onstru
teurs de types forment un treillis, Trifonov et Smith[?℄ ont donné un algorithme simple de dé
omposition, ayant une 
omplexitéen temps en O(n3), pour tester la satis�abilité des 
ontraintes de sous-typagenon-stru
turel dans le treillis des types in�nis ou réguliers (dans les types �nis,1



la dé
idabilité de 
es 
ontraintes est un problème ouvert). Pottier [5℄ a étendu
et algorithme pour 
al
uler expli
itement des solutions lorsqu'il en existe. Lastru
ture de treillis des 
onstru
teurs de types imposent 
ependant qu'il existeun élément minimum ⊥ et un élément maximum ⊤, et ne traite pas le typagepar ⊥ 
omme une erreur.De façon à nous a�ran
hir de 
es restri
tions, nous nous intéressons au 
as oùles 
onstru
teurs de types forment un quasi-treillis, 
'est-à-dire un ensemble par-tiellement ordonné dont toute partie �nie admettant un minorant (resp. majo-rant) admet une borne inférieure (resp. supérieure). La résolution des 
ontraintesde sous-typage non-stru
turel dans les quasi-treillis est un problème ouvert men-tionné dans la thèse de Smolka [?℄. Dans 
et arti
le, nous apportons une réponsepositive à 
e problème en généralisant les algorithmes de Trifonov-Smith et Pot-tier aux hypothèses de quasi-treillis.Le plan de l'arti
le est le suivant. Dans la pro
haine se
tion, on dé�nit l'en-semble ordonné des types in�nis formés sur un quasi-treillis de 
onstru
teurs,et on montre que 
et ensemble a une stru
ture de quasi-treillis. Dans la se
tionsuivante on montre que les systèmes de 
ontraintes 
los au sens des règles de dé-
omposition de Trifonov et Smith sont en
ore satis�ables sous les hypothèses dequasi-treillis, et on donne un algorithme de test de satis�abilité des 
ontraintesen O(kv
min ∗kv

max∗n3), où kmin (resp. kmax) est le nombre d'éléments minimaux(resp. maximaux) du quasi-treillis, v est le nombre de variables non bornées, et
n est le nombre de 
ontraintes. Dans la se
tion 4, on généralise l'algorithme dePottier de 
al
ul expli
ite de solutions aux hypothèses de quasi-treillis. En�n lase
tion 5 présente des appli
ations de 
es résultats et nous 
on
luons.2 Types in�nis2.1 PréliminairesSoit (E, ≤) un ensemble partiellement ordonné. Soit S ⊆ E. On note
MiE(S) l'ensemble des minorants de S et MaE(S) l'ensemble des majorantsde S. On note biE(S) (resp. bsE(S)) la borne inférieure (resp. supérieure) de
S si elle existe. On note MiE({a,b}) = MiE(a,b) et MaE({a,b}) = MaE(a,b).Un inf-quasi-treillis (resp. sup-quasi-treillis) est un ensemble partiellement or-donné dont toute partie �nie admettant un minorant (resp. un majorant) admetune borne inférieure (resp. supérieure). Un quasi-treillis est un inf et sup-quasi-treillis.Dé�nition 2.1 (Quasi-treillis 
omplet) Un ensemble partiellement ordonné
(E, ≤) est un quasi-treillis 
omplet (au sens des ensembles), si :� pour tout S 6= ∅ ⊆ E, si MiE(S) 6= ∅, alors biE(S) existe.� pour tout S 6= ∅ ⊆ E, si MaE(S) 6= ∅, alors bsE(S) existe.
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2.2 EtiquettesComme mentionné dans l'introdu
tion, nous nous intéressons à des langagesde types qui autorisent des relations de sous-typage entre des 
onstru
teursd'arité di�érente, 
omme list(α) ≤ term. De façon générale, 
es relations desous-typage spé
i�ent les relations entre les arguments des 
onstru
teurs, parexemple dans k1(α,β) ≤ k2(β), on spé
i�e que les types 
onstruits ave
 k1 sontdes sous-types de k2 lorsque le deuxième argument de k1 et l'argument de k2
orrespondent, le premier argument de k1 est quant à lui oublié.D'un point de vue formel, il est plus simple (et plus général) d'exprimer 
es
orrespondan
es entre arguments, en travaillant ave
 une stru
ture de termesétiquetés, 
omme développé dans la thèse de Pottier [3℄. Dans 
e formalisme,
haque argument d'un 
onstru
teur est désigné par une étiquette et non uneposition. On distingue de plus des étiquettes positives et négatives pour exprimerla 
ovarian
e ou la 
ontravarian
e des arguments, vis à vis de la relation de sous-typage.Soient don
 L+ et L− deux ensembles disjoints dénombrables d'étiquettes,on pose L = L+ ⊎ L−. Soit (K,≤K) un quasi-treillis 
omplet de 
onstru
teursde types. Soit arg une fon
tion de K dans les parties �nies de L.Dé�nition 2.2 (Signature) (K,≤K,L+,L−,arg) est une signature si1. pour tout k1≤Kk2≤Kk3, arg(k1) ∩ arg(k3) ⊆ arg(k2)2. pour tout S ⊆ K, si biK(S) existe, alors arg(biK(S)) ⊆
⋃

s∈S arg(s)3. pour tout S ⊆ K, si bsK(S) existe, alors arg(bsK(S)) ⊆
⋃

s∈S arg(s)4. pour tout k1≤Kk2, il existe k tel que k1≤Kk≤Kk2 et arg(k) = arg(k1) ∩
arg(k2).Les 
onditions 1), 2), 3) de 
ohéren
es des étiquettes vis à vis de la relationd'ordre sont similaires à 
elles que l'on trouve dans [4℄ pour les treillis. La 
ondi-tion 4) est spé
i�que aux quasi-treillis. Elle a pour but de rejeter des signatures
omme k1(α) ≤ k2(β) qui n'induisent pas une stru
ture de quasi-treillis pour lestypes. En e�et k2(k3) et k2(k4) admettent des minorants 
omme par exemple

k1(k3) ou k1(k4) mais n'admettent pas de borne inférieure.Pour une signature (K,≤K,L+,L−,arg), on note L∗ l'ensemble des 
haînes�nies d'étiquettes, ǫ la 
haîne vide, � .� la 
on
aténation et ‖w‖ la longueur de w.Nous nous intéressons aux types in�nis formés sur K, dans lequels les positionssont dé�nies par des 
haînes d'étiquettes :Dé�nition 2.3 (Types in�nis) Soit (K,≤K,L+,L−,arg) une signature.Un type t est une fon
tion partielle de L∗ dans K telle que :1. Son domaine est 
los par pré�xe : ∀w = w1.w2 ∈ dom(t),w1 ∈ dom(t)2. ǫ ∈ dom(t)3. pour tout w ∈ dom(t), pour tout l ∈ L, w.l ∈ dom(t) si et seulement si
l ∈ arg(t(w))).On note T (S) l'ensemble des types 
onstruits sur la signature S. Par la suite,on supposera S = (K,≤K,L+,L−,arg) �xée et on notera T = T (S). On note t/w3



le type t′ : v 7→ t(w.v). On note U/l, l'ensemble des sous-termes des types dans
U ⊆ T à la position l ∈ L, 
'est-à-dire U/l = {t/l | t ∈ U ∧ l ∈ arg(t(ǫ))}.Les notions suivantes seront utiles à la suite. On dé�nit tout d'abord lesminorants (ou les majorants) d'un 
onstru
teur k qui ont un ensemble restreintd'étiquettes 
ommunes ave
 k :Dé�nition 2.4 (Minorants et majorants par rapport à un ensemble d'étiquettes)On dit que k′ ∈ K est un minorant (resp. majorant) de k ∈ K par rapport à
L ∈ L si k′≤Kk (resp. k≤Kk′) et arg(k) ∩ arg(k′) ⊆ L.On note MiK,L(k,L) (resp. MaK,L) l'ensemble des minorants (resp. majorants)de k par rapport à L.On dé�nit ensuite le sous-ensemble des étiquettes de k apparaissant dans
MiK,L(k,L)Dé�nition 2.5 (Etiquettes signi�
atives) Le sous-ensemble des étiquettessigni�
atives de L ∈ L au-dessous (resp. au-dessus) de k est dé�nit par :

ESMiK,L(k,L) = {l ∈ L | ∃k′ ∈ MiK,L(k,L),l ∈ arg(k) ∩ arg(k′)}(resp. ESMaK,L(k,L) = {l ∈ L | ∃k′ ∈ MaK,L(k,L),l ∈ arg(k) ∩ arg(k′)}).On véri�e aisément en utilisant les 
onditions de la dé�nition d'un signaturequePropriete 2.6 Si MiK,L(k,L) 6= ∅, alors MiK,L(k,L) a un maximum
k′ = bsK(MiK,L(k,L)) et arg(k′) = ESMiK,L(k,L).De même, si MaK,L(k,L) 6= ∅, alors MiK,L(k,L) a un minimum
k′ = biK(MaK,L(k,L)) et arg(k′) = ESMaK,L(k,L).2.3 Ordre sur les typesOn dé�nit l'ordre ≤T sur les types par 
oindu
tion, 
omme l'interse
tiond'une suite (≤n) de préordres sur les types dé�nie par :� ≤0= T × T� t ≤n+1 t′ si t(ǫ)≤Kt′(ǫ) et pour tout l ∈ arg(t(ǫ)) ∩ arg(t′(ǫ)) :� soit l ∈ L+ et t/l≤Kt′/l� soit l ∈ L− et t′/l≤Kt/lDé�nition 2.7 (Ordre sur les types)

≤T =
⋂

n∈N

≤nPropriete 2.8 ≤T est un ordre sur TDémonstration : On montre par ré
urren
e que pour tout n ∈ N, ≤n est unpréordre et on en déduit la transitivité et la ré�exivité pour ≤T . Pour démontrerl'anti-symétrie, on 
ommen
e par montrer, par ré
urren
e, que pour tout n ∈ N,si t1 ≤n+1 t2 et t2 ≤n+1 t1 alors pour tout w ∈ dom(t1) tel que ‖w‖ ≤ n, ona w ∈ dom(t2) et t1(w) = t2(w). Il su�t ensuite de prendre t1≤T t2≤T t1 : si4



t1 6= t2, alors il existe un w de taille minimale, telle que t1(w) 6= t2(w). Or
t1 ≤‖w‖+1 t2 ≤‖w‖+1 t1 et don
 t1(w) = t2(w). ✷On véri�e de la même manière que pour deux types t1,t2 ∈ T ,Propriete 2.9 t1≤T t2 si et seulement si t1(ǫ)≤Kt2(ǫ) et ∀l ∈ arg(t1(ǫ)) ∩
arg(t2(ǫ)) :� soit l ∈ L+ et t1/l≤T t2/l� soit l ∈ L− et t2/l≤T t1/lLe but à présent est de montrer que l'ensemble des types ainsi ordonné est unquasi-treillis. Nous dé�nissons tout d'abord l'ensemble des étiquettes utilisablessous un ensemble de type S 
omme l'ensemble des étiquettes l telles que S/lsoit minoré (ou majoré, selon le 
as) :Dé�nition 2.10 (Ensemble des étiquettes utilisables) Soit S ⊆ T . L'en-semble des étiquettes utilisables au-dessus (resp . au-dessous) de S est l'ensemble
l ∈ L tels que :1. S/l 6= ∅2. l'une de 
es deux a�rmations est vraie� l ∈ L+ et MiT (S/l) 6= ∅ (resp. MaT (S/l) 6= ∅)� l ∈ L− et MaT (S/l) 6= ∅ (resp. MiT (S/l) 6= ∅)On note EUSous(S) l'ensemble des étiquettes utilisables au-dessous de S et
EUSur(S) l'ensemble des étiquettes utilisables au-dessus de S. On dé�nit àprésent 
e qui sera le 
onstru
teur de tête des bornes inférieres et supérieuresdans T .Dé�nition 2.11 (Constru
teur de borne) Le 
onstru
teur de borne infé-rieure (resp. supérieure) d'un ensemble de types S ⊆ T , noté Kbi(S) (resp.
Kbs(S)) est dé�nit par :

Kbi(S) = bsK(MiK,L(biK({s(ǫ) | s ∈ S}),EUSous(S)))

Kbs(S) = biK(MaK,L(bsK({s(ǫ) | s ∈ S}),EUSur(S)))On dé�nit maintenant des suites de types qui approximent les bornes jusqu'àune profondeur donnée :Dé�nition 2.12 (Borne inférieure (resp. supérieure) de rang n) La borneinférieure (resp. supérieure) de rang n d'un ensemble S ⊆ T ave
 S 6= ∅, notée
biT n(S) (resp. bsT n(S)), est dé�nie 
omme suit :Soit η ∈ T un type �xé quel
onque 1 :� biT 0(S) = η� bsT 0(S) = η� biT n+1(S)(ǫ) = Kbi(S) et ∀l ∈ arg(Kbi(S)) :� soit l ∈ L+ et biT n+1(S)/l = biT n(S/l)� soit l ∈ L− et biT n+1(S)/l = bsT n(S/l)1. L'idée i
i 
'est d'avoir une dé�nition 
orre
tement fondée pour les biT n/bsT n. η n'est
omparé qu'à lui même et son 
hoix est don
 
omplètement arbitraire5



� bsT n+1(S)(ǫ) = Kbs(S) et ∀l ∈ arg(Kbs(S)) :� soit l ∈ L+ et biT n+1(S)/l = bsT n(S/l)� soit l ∈ L− et biT n+1(S)/l = biT n(S/l)On peut à présent dé�nir les 
andidats pour les bornes inférieures et supé-rieures dans T :Dé�nition 2.13 (biT et bsT ) On dé�ni la fon
tion partielle biT : ℘(T ) → T(resp. bsT ) 
omme suit :Pour tout n ∈ N, pour tout w ∈ dom(biT n+1) (resp. w ∈ dom(bsT n+1)) tel que
‖w‖ = n :

biT (S)(w) = biT n+1(S)(w)

(resp. bsT (S)(w) = bsT n+1(S)(w) )Propriete 2.14 Soit S ⊆ T ave
 S 6= ∅. Si MiT (S) 6= ∅ (resp. MaT (S) 6= ∅)alors pour tout n ∈ N, ∀s ∈ S,biT n(S) ≤n s (resp. bsT n(S) ≥n s).Propriete 2.15 Soit S ⊆ T ave
 S 6= ∅ tel que MiT (S) 6= ∅ (resp. MiT (S) 6=
∅).
∀s ∈ S,biT (S)≤T s (resp. bsT (S)≥T s)Propriete 2.16 Soit S ⊆ T ave
 S 6= ∅ tel que MiT (S) 6= ∅ (resp. MiT (S) 6=
∅).
∀t ∈ MiT (S),t≤T biT (S) (resp. ∀t ∈ MaT (S),t≥T bsT (S)).Théorème 2.17 (T ,≤T ) est un quasi-treillis 
omplet où biT désigne les bornesinférieures et bsT les bornes supérieures.Démonstration : Soit S ⊆ T et S 6= ∅. Si S est minoré alors, par la propriétéA.8, biT (S) existe. Par 2.15, ∀s ∈ S,biT (S)≤T s et par 2.16 ∀t ∈ T ,(∀s ∈
S,t≤T s) ⇒ t≤T biT (S). Don
 biT (S) est la borne inférieure de S. De même,si S est majoré alors bsT (S) est dé�ni et est la borne supérieure de S. Don

(T ,≤T ) est un quasi-treillis 
omplet. ✷On note R l'ensemble des termes réguliers (
'est-à-dire ayant un ensemble�ni de sous-termes) de T .Propriete 2.18 (Bornes de deux types réguliers) Soit t1 et t2 deux typesréguliers. Si biT (t1,t2) est dé�nie alors 
'est un type régulier. De même, si
bsT (t1,t2) est dé�nie alors 
'est un type régulier.Théorème 2.19 (R,≤T ) est un quasi-treillis.Démonstration : Par le théorème 2.17, (T ,≤T ) est un quasi-treillis. Par lapropriété 2.18, on a que si r1 ∈ R et r2 ∈ R, et si ∃r,r≤T r1 ∧ r≤T r2, alors
biT (r1,r2) ∈ R. De même si ∃r,r≥T r1 ∧ r≥T r2, alors bsT (r1,r2) ∈ R. Don

(R,≤T ) est un quasi-treillis dont la borne inférieure est dé�nie par biT et laborne supérieure par bsT . ✷Remarque : (R,≤T ) n'est pas for
ément un quasi-treillis 
omplet. Considé-rons K = {a,b} ave
 a≤Kb et arg(a) = arg(b) = {l}. Considérons la suite detypes (un)n dé�nie 
omme suit : un(w) = b si ‖w‖ = n(n+1)

2 , et un(w) = a sinon.On peut véri�er qu'il n'existe pas de borne inférieure de (un)n dans R.6



3 Algorithme de test de satis�abilité des 
ontraintesde sous-typageSoit V un ensemble dénombrable de variables, notées α,β, . . .. On dé�nit lestypes ave
 variables 
omme l'ensemble des types formés à partir de la signature
(K ∪ V ,≤K,L+,L−,arg). On note 
et ensemble TVAR.Une 
ontrainte de sous-typage est de la forme t1 ≤ t2, ave
 t1,t2 ∈ TVAR�nis. Soit C un système de 
ontraintes de sous-typage. On note VAR(C), lesous-ensemble de V qui apparaît dans C.Dé�nition 3.1 On dit qu'une substitution ρ : V → T satisfait la 
ontrainte
t1 ≤ t2, noté ρ |= t1 ≤ t2, si ρ(t1)≤T ρ(t2).La 
ontrainte de sous-typage t1 ≤ t2 est satis�able si et seulement si il existeune substitution ρ qui satisfait t1 ≤ t2.Dans un but de simpli�
ation, nous supposons, sans perte de généralité, queles systèmes de 
ontraintes 
onsidérés dans la suite ne 
ontiennent que des petitstermes. Un petit terme est un terme de pronfondeur maximale 1, dont toutes lesfeuilles sont des variables. Par exemple list(α) et α sont des petits termes mais
list(int) n'en est pas un. Clairement, étant donné un système de 
ontraintes,on peut trouver un système de 
ontraintes équivalent dont tous les termes sontdes petits termes, en introduisant des variables pour les arguments de termesqui ne sont pas des petits termes, et en introduisant des 
ontraintes d'égalités(doubles inégalités) entre 
es variables et les arguments 
orrespondants.3.1 Systèmes 
losOn dé�nit tout d'abord les systèmes prés-
los 
omme les ensembles de 
ontraintesdont les variables sont bornées :Dé�nition 3.2 (Système pré-
los) Un système de 
ontraintes C est dit pré-
los supérieurement si pour toute variable α ∈ VAR(C), il existe t tel que α ≤
t ∈ C. C est dit pré-
los inférieurement si pour toute variable α ∈ VAR(C), ilexiste t tel que t ≤ α ∈ C. Un système de 
ontraintes C est dit pré-
los s'il estpré-
los supérieurement et inférieurement.On dé�nit à présent dans la table 1 la fon
tion subc de dé
omposition des
ontraintes, de l'algorithme de Trifonov et Smith [6℄.Dé�nition 3.3 (Système 
los) On dit qu'un système de 
ontraintes C est
los s'il est pré-
los et si pour toute 
ontrainte c, subc(c) ∈ C, pour tout {t1 ≤
α,α ≤ t2} ⊆ C, subc(t1 ≤ t2) est dé�nie et in
lue dans C et si pour toutevariable α de C, il existe t1,t2 6∈ V tels que {t1 ≤ α,α ≤ t2} ⊆ C.Nous introduisons à présent une série de notions et de lemmes te
hniquesvisant à démontrer qu'un système 
los est satis�able, théorème 3.7.On dé�nit C↑(α) = {t | t 6∈ V ,α ≤ t ∈ C} et C↓(α) = {t | t 6∈ V ,t ≤ α ∈
C}. On étend 
es fon
tions aux ensembles de variables 
omme suit : C↑(A) =7



subc(α ≤ β) = {α ≤ β}

subc(α ≤ t) = {α ≤ t}

subc(t ≤ α) = {t ≤ α}

si t1(ǫ)≤Kt2(ǫ) :

subc(t1 ≤ t2) =
⋃

l∈arg(t1(ǫ))∩arg(t2(ǫ))∩L+

{t1/l ≤ t2/l} ∪

⋃

l∈arg(t1(ǫ))∩arg(t2(ǫ))∩L−

{t2/l ≤ t1/l}Tab. 1 � Fon
tion subc [5, 6℄
⋃

α∈A C↑(α) et C↓(A) =
⋃

α∈A C↓(α). On introduit également la notation sui-vante : miK,K(k1,k2) = bsK(MiK,L(k1,arg(k2) ∩ arg(k1))).On dé�nit la fon
tion sol sur les 
ouples (A,B) d'ensembles de variable de C
los. Cette fon
tion permet de bâtir une solution ρ de C. On peut la voir 
ommeune fon
tion donnant le 
onstru
teur de tête d'un type qui serait 
ompris entreles ρ(α) et les ρ(β), pour α dans A et β dans B.Dé�nition 3.4 Soit C un système de 
ontraintes 
los. On introduit la fon
tionpartielle sol : ℘(VAR(C)) × ℘(VAR(C)) → K dé�nie 
omme suit : Soit A,B ⊆
VAR(C), tels que A 6= ∅, B 6= ∅ et ∀α ∈ A,∀β 6= α ∈ B,α ≤ β ∈ C. Soit
S = {t(ǫ) | t ∈ C↑(B)} et I = {t(ǫ) | t ∈ C↓(A)}. Si on note kS = biK(S) et
kI = bsK(I) alors sol(A,B) = miK,K(kS ,kI).Notons que si C est 
los, A 6= ∅, B 6= ∅ et pour tout α ∈ A,β ∈ B ave
 α 6= β,
α ≤ β ∈ C, alors sol(A,B) est bien dé�ni. Soit t ∈ C↓(A) et t′ ∈ C↑(B). Comme
C est 
los, subc(t ≤ t′) est dé�nie, 
'est-à-dire t(ǫ)≤Kt′(ǫ). Don
 ∀k ∈ I,∀k′ ∈
S,k≤Kk′. Comme C est 
los, C↓(A) 6= ∅ et C↑(B) 6= ∅. Don
 kS et kI sont biendé�nis, de plus kI≤KkS .Lemme 3.5 Soit C un système de 
ontraintes 
los et A,B ⊆ VAR(C). Si
sol(A,B) est dé�ni, alors ∀l ∈ arg(sol(A,B)), si l ∈ L+, sol(C↓(A)/l,C↑(B)/l)est dé�ni, si l ∈ L−, sol(C↑(B)/l,C↓(A)/l) est dé�ni.Lemme 3.6 Soit C un système de 
ontraintes 
los. Soit A,B,E,F ⊆ VAR(C).Si C↓(A) ⊆ C↓(E) et C↑(F ) ⊆ C↑(B) et sol(A,B) et sol(E,F ) sont dé�nis,alors sol(A,B)≤Ksol(E,F ).Théorème 3.7 Tout système de 
ontraintes 
los est satis�able.Démonstration : On 
onsidère la fon
tion partielle γ : ℘(VAR(C))×℘(VAR(C)) →
T dé�nie sur le domaine de sol 
omme suit : γ(A,B)(ǫ) = sol(A,B). Si γ(A,B)(w) =
sol(E,F ) alors, ∀l ∈ arg(sol(E,F )),l ∈ L+,γ(A,B)(w.l) = sol(C↓(E)/l,C↑(F )/l)et si l ∈ L−, γ(A,B)(w.l) = sol(C↑(F )/l,C↓(E)/l). Par indu
tion, et utili-sant le lemme 3.5, on véri�e que γ(A,B) est un type. On pose la substitution
ρ(α) = γ({α},{α}) 8



Reste à véri�er que ρ |= C. On montre par ré
urren
e que ∀n ∈ N,∀t1 ≤ t2 ∈
C,ρ(t1) ≤n ρ(t2) et que pour tout A,B,E,F ∈ VAR(C) tels que C↓(A) ⊆ C↓(E),
C↑(F ) ⊆ C↑(B) et sol(A,B) et sol(E,F ) sont dé�nis, γ(A,B) ≤n γ(E,F ).Le 
as n = 0 est trivialement vrai. Supposons à présent que l'hypothèse estvrai pour le 
as n.Considérons le 
as t1 = γ(A,B) ≤n+1 γ(E,F ) = t2. Par le lemme 3.6,
k1 = γ(A,B)(ǫ)≤Kγ(E,F )(ǫ) = k2. Soit l ∈ arg(k1) ∩ arg(k2), l ∈ L+. Comme
C↓(A) ⊆ C↓(E), C↓(A)/l ⊆ C↓(E)/l et don
 C↓(C↓(A)/l) ⊆ C↓(C↓(E)/l). Demême C↑(C↑(F )/l) ⊆ C↑(C↑(B)/l). Don
, par ré
urren
e, t1/l = γ(C↓(A)/l,C↑(B)/l) ≤n

γ(C↓(E)/l,C↑(F )/l) = t2/l. Si l ∈ L−, 
omme C↓(A) ⊆ C↓(E), C↓(A)/l ⊆
C↓(E)/l et don
 C↑(C↓(A)/l) ⊆ C↑(C↓(E)/l). De même C↓(C↑(F )/l) ⊆ C↓(C↑(B)/l).Don
, par ré
urren
e, t2/l = γ(C↑(F )/l,C↓(E)/l) ≤n γ(C↑(B)/l,C↓(A)/l) =
t1/l. D'où t1 ≤n+1 t2.Considérons ρ(α) ≤ ρ(β). Comme α ≤ β ∈ C et 
omme C est 
los, on a
C↓(α) ⊆ C↓(β) et C↑(β) ⊆ C↑(α). On peut don
 appliquer le résultat 
i-dessuspour obtenir ρ(α) = γ({α},{α}) ≤n+1 γ({β},{β}) = ρ(β).Considérons α ≤ t, ave
 t 6∈ V . On a ρ(α)(ǫ) = sol({α},{α})≤KbiK({t′(ǫ) |
t′ ∈ C↑(α)})≤Kt(ǫ) 
ar t ∈ C↑(α). Soit l ∈ arg(ρ(α)(ǫ))∩arg(t(ǫ)), l ∈ L+. On a
t/l = β pour un 
ertain β, ρ(t)/l = γ({β},{β}) et ρ(α)/l = γ(C↓(α)/l,C↑(α)/l).On a β ∈ C↑(α)/l, don
 C↑(β) ⊆ C↑(C↑(α)/l). Comme C est 
los, on a ∀α′ ∈
C↓(α)/l,α′ ≤ β ∈ C. Comme C est 
los, on a C↓(C↓(α)/l) ⊆ C↓(β). On obtientdon
 ρ(α)/l = γ(C↓(α)/l,C↑(α)/l) ≤n γ({β},{β}) = ρ(t)/l. Si l ∈ L−, on a
ρ(α)/l = γ(C↑(α)/l,C↓(α)/l). On a β ∈ C↓(α)/l, don
 C↓(β) ⊆ C↓(C↓(α)/l).Comme C est 
los, ∀α′ ∈ C↑(α)/l,β ≤ α′ ∈ C et C↑(C↑(α)/l) ⊆ C↑(β). Don

ρ(t)/l = γ({β},{β}) ≤n γ(C↑(α)/l,C↓(α)/l) = ρ(α)/l. Don
 ρ(α) ≤n+1 ρ(t)On traite de manière similaire le 
as t ≤ α.Reste le 
as t1 ≤ t2 ave
 t1,t2 6∈ VAR(C). Comme C est 
los t1(ǫ)≤Kt2(ǫ).Soit l ∈ arg(t1(ǫ))∩arg(t2(ǫ)), l ∈ L+. Comme C est 
los, en posant α = t1/l et
β = t2/l, on a α ≤ β ∈ C et par ré
urren
e, ρ(t1)/l = ρ(α) ≤n ρ(β) = ρ(t2)/l.De même si l ∈ L−, on a ρ(t2)/l ≤n ρ(t1)/l. Don
 ρ(t1) ≤n+1 ρ(t2).Don
 pour tout n ∈ N, pour tout t1 ≤ t2 ∈ C, ρ(t1) ≤n ρ(t2), 
'est-à-dire
ρ(t1)≤T ρ(t2). Don
 ρ |= C. ✷3.2 Algorithme de 
l�tureThéorème 3.8 (Cl�ture) Soit C = C0 un système de 
ontraintes pré-
los.Soit

Cn+1 = Cn ∪
⋃

c∈C

subc(c) ∪
⋃

{t≤α,α≤t′}⊆C

subc(t ≤ t′)Si la suite C,C1,C2, . . . est in�nie, alors elle atteint un point �xe C∞, qui est leplus petit système de 
ontraintes 
los 
ontenant C. Son ensemble de solutionsest égal à 
elui de C et C∞ est satis�able. Sinon C n'a pas de solution. Onappelle C∞ la 
l�ture de C.Démonstration : Pour un Cn quel
onque, il est 
lair que Cn+1 est équivalentà Cn s'il est dé�ni et que Cn n'a pas de solution dans le 
as 
ontraire (
'est-9



à-dire si on applique essaie d'appliquer subc sur une 
ontrainte t1 ≤ t2 alorsque t1(ǫ)6≤Kt2(ǫ), 
e qui signi�e que t1 ≤ t2 n'est pas satis�able). Don
 si unélément de la suite n'est pas dé�ni, C n'est pas satis�able. Sinon, la suite doitatteindre un point �xe C∞ 
ar toute les 
ontraintes ajoutées dans Cn+1 utilisentdes termes dans Cn, 
'est-à-dire dans C, et qu'il n'y a q'un nombre �ni des telles
ontraintes. Il est 
lair que C∞ est 
los et don
 satis�able. ✷L'algorithme 
i-dessus requiert un que le système de 
ontraintes auquel il estappliqué soit pré-
los. Cette 
ondition est automatiquement remplie dans [5, 6℄,de par l'existen
e des types ⊥ et ⊤ respe
tivement plus petit et plus grandque tous les autres types. Dans 
e 
as, il su�t en e�et d'ajouter les 
ontraintes
⊥ ≤ α et α ≤ ⊤ à C pour le rendre pré-
los, sans 
hanger son ensemble desolutions. Nous énonçons dans le théorème 3.9 des 
onditions su�santes sur Kave
 lesquelles on peut dé
ider de la satis�abilité d'un système de 
ontraintesnon-pré
los :Théorème 3.9 (Pré-
lotûre) Soit Kmax l'ensemble des maximums de K et
Kmin l'ensemble de ses minimums. Si K véri�e les 
onditions suivantes :1. ∀k ∈ Kmax ∪ Kmin ,arg(k) = ∅2. Pour tout k ∈ K, il existe k1 ∈ Kmin et k2 ∈ Kmax tels que k1≤Kk≤Kk2.alors pour tout système de 
ontraintes C on dé�nit l'ensemble de ses pré-
lotûres
pc(C) 
omme :

pc(C) =







C ∪
⋃

α∈VAR(C)

{tα ≤ α,α ≤ t′α} | tα(ǫ) ∈ Kmin ,t′α(ǫ) ∈ Kmax





Tous les éléments de pc(C) sont 
los et l'union de leurs ensembles de solutionsest égal à l'ensemble des solutions de C.Démonstration : Comme ∀k ∈ Kmax ∪ Kmin ,arg(k) = ∅, pour tout C′ ∈
pc(C),VAR(C′) = VAR(C). Don
, par 
onstru
tion, les éléments de pc(C) sontpré-
los. Pour tout C′ ∈ pc(C), on a C ⊆ C′, don
 ρ |= C′ ⇒ ρ |= C. Resteà montrer que si ρ |= C alors il existe C′ ∈ pc(C) tels que ρ |= C′. Par la
ondition 2) tout α ∈ VAR(C), on peut trouver kα ∈ Kmin et k′

α ∈ Kmax telsque ρ |= t ≤ α,α ≤ t′ ave
 t(ǫ) = kα et t′(ǫ) = k′
α. Don
 il existe C′ ∈ pc(C) telque ρ |= C′. Don
 l'union des ensembles de solutions des éléments de pc(C) estégal à l'ensemble des solutions de C. ✷Si Kmax et Kmin sont �nis, il est possible d'énumérer les éléments de pc(C).Comme 
es éléments sont 
los, ont peut tester leur satis�abilité ave
 l'algorithmedu théorème 3.8. Cela nous donne un algorithme pour tester la satis�abilité dessystèmes de 
ontraintes non 
los. La 
omplexité du test de satis�abilité devientalors en O(n3kv

minkv
max) où n est la taille du système de 
ontraintes, kmin estla taille de Kmin et kmax 
elle de Kmax , et v est le nombre de variables nonbornées.

10



4 Cal
ul expli
ite de solutionsDans [4℄, Pottier dé
rit un algorithme de simpli�
ation des ensembles 
ontraintesde sous-typage dans les treillis permettant de 
al
uler des bornes pour les va-riables apparaissant dans les 
ontraintes, et de 
al
uler des solutions par identi-�
ation des variables ave
 
es bornes. Nous étendons 
et algorithme au 
as desquasi-treillis.Nous supposerons, 
omme dans la se
tion 3 que les 
ontraintes sont forméesde petits termes. Pour résoudre un système de 
ontraintes C dans un quasi-treillis T (K), nous 
omplétons K en un treillis K⊥,⊤ en lui ajoutant ⊥ et ⊤,ave
 ∀k ∈ K,⊥ ≤K⊥,⊤ k ≤K⊥,⊤ ⊤ et ar(⊤) = arg(⊥) = ∅. Nous résolvonsensuite C dans T (K⊥,⊤) ave
 l'algorithme de Pottier, obtenant un système de
ontraintes C′ équivalent à C et simpli�é. Nous appliquons ensuite un ensemblede règles sur C′, obtenant ainsi un système de 
ontraintes dans lesquelles ⊥ et
⊤ n'apparaissent plus.Nous dé
rivons la forme du système de 
ontraintes C′ résultant de l'appli-
ation de l'algorithme sur un ensemble de 
ontraintes de sous-typage C dans letreillis T (K⊥,⊤). Lors de l'appli
ation de l'algorithme de Pottier, 
ertaines va-riables ont été ajoutées. Elle représentent les �bornes� supérieures et inférieuresde 
ertains ensembles de variables de C. Nous nommerons γA la variable repré-sentant la borne inférieure de A et λA 
elle représentant sa borne supérieure.On dira que les variables de C sont des variables �originelles� et que autres sontdes variables �introduites�. C′ véri�e les propriétés indiquées dans la �gure 1 :1. Pour tout α ∈ VAR(C′) ∃!t 6∈ VAR(C′) tel que t ≤ α ∈ C′ et ∃!t′ 6∈

VAR(C′) tel que α ≤ t′ ∈ C′. On notera t = C′↓(α) et t′ = C′↑(α).2. Pour tout {α ≤ β,β ≤ δ} ⊆ C′, α ≤ δ ∈ C′.3. Pour tout α ∈ VAR(C′), ∀l ∈ arg(C′↑(α)(ǫ)), soit l ∈ L+ et ∃A,t/l = γA,soit l ∈ L− et ∃A,t/l = λA. ∀l ∈ arg(C′↓(α)(ǫ)), soit l ∈ L+ et ∃A,t/l =
λA, soit l ∈ L− et ∃A,t/l = γA.4. Si α ≤ β ∈ C′, ou si α ≡ γA et β ≡ γB ave
 B ⊆ A alors
kα = C′↑(α)(ǫ) ≤K⊥,⊤ kβ = C′↑(β)(ǫ) et pour tout l ∈ arg(kα) ∩ arg(kβ),si l ∈ L+, C′↑(α)/l = γE , C′↑(β)/l = γF , alors F ⊆ E. Si l ∈ L−,
C′↑(α)/l = λE , C′↑(β)/l = λF , alors F ⊆ E.5. Si α ≤ β ∈ C′, ou si α ≡ λA et β ≡ λB ave
 A ⊆ B alors kα =
C′↓(α)(ǫ) ≤K⊥,⊤ kβ = C′↓(β)(ǫ) et pour tout l ∈ arg(kα) ∩ arg(kβ),si l ∈ L+, C′↓(α)/l = λE , C′↓(β)/l = λF , alors E ⊆ F . Si l ∈ L−,
C′↓(α)/l = γE , C′↓(β)/l = γF , alors E ⊆ F .6. ∀γA,C′↑(γA) 6= ⊤ et ∀λA,C′↓(λA) 6= ⊥.7. Pour tout α ∈ VAR(C), subc(C′↓(α) ≤ C′↑(α)) est dé�ni et in
lus dans
C′.8. ∀t,t′, t ≤ t′ 6∈ C′Fig. 1 � Propriétés véri�ées par le resultat de l'algorithme de Pottier.11



Il est 
lair que C′ est 
los don
 satis�able dans T (K⊥,⊤).La �gure 2 présente les règles permettant le 
al
ul des bornes des solutionsà C dans le quasi-treillis. D désigne un système de 
ontraintes.(Down ⊥) D,γA ≤ ⊥,α ≤ t → D,γA ≤ ⊥,α ≤ t′Si t/l = γA.
t′(ǫ) = bsK(MiK,L(t(ǫ),arg(t(ǫ)) \ {l}))si elle est dé�nie, t′(ǫ) = ⊥ sinon.Pour tout l′ ∈ t′(ǫ), t′/l′ = t/l′.(Down ⊤) D,⊤ ≤ λA,α ≤ t → D,⊤ ≤ λA,α ≤ t′Si t/l = λA.
t′(ǫ) = bsK(MiK,L(t(ǫ),arg(t(ǫ)) \ {l}))si elle est dé�nie, t′(ǫ) = ⊥ sinon.Pour tout l′ ∈ t′(ǫ), t′/l′ = t/l′.(Up ⊤) D,⊤ ≤ λA,t ≤ α → D,⊤ ≤ λA,t′ ≤ αSi t/l = λA.
t′(ǫ) = biK(MaK,L(t(ǫ),arg(t(ǫ)) \ {l}))si elle est dé�nie, t′(ǫ) = ⊥ sinon.Pour tout l′ ∈ t′(ǫ), t′/l′ = t/l′.(Up ⊥) D,γA ≤ ⊥,t ≤ α → D,γA ≤ ⊥,t′ ≤ αSi t/l = γA.
t′(ǫ) = biK(MaK,L(t(ǫ),arg(t(ǫ)) \ {l}))si elle est dé�nie, t′(ǫ) = ⊥ sinon.Pour tout l′ ∈ t′(ǫ), t′/l′ = t/l′.Fig. 2 � Règles de 
al
ul des bornes dans le quasi-treillisPropriete 4.1 L'appli
ation des règles de la �gure 2 préservent les solutionsdont le 
o-domaine est in
lus dans T (K) ∪ {⊥,⊤}.Démonstration : Condidérons le 
as (Down ⊥), les autres 
as étant similaires.Supposons ρ(α) |= D,α ≤ t,γA ≤ ⊥ ave
 dom(ρ) ⊆ T (K) ∪ {⊥,⊤} et mon-trons que ρ |= D,γA ≤ ⊥,α ≤ t′. Clairement, ρ(γA) = ⊥. Comme pour tout

l′ ∈ t′(ǫ),t/l′ = t′/l′, il su�t de montrer que ρ(α)(ǫ)≤Kt′(ǫ). On a t/l = γA,don
 ρ(t)/l = ⊥. Comme il n'existe pas de type dans T (K) qui soit plus pe-tit que ⊥, et par la propriété 2.9, on a l 6∈ arg(ρ(α)(ǫ)). Don
 ρ(α)(ǫ) ≤K⊥,⊤

bsK(MiK,L(t(ǫ),arg(t(ǫ)) \ {l})) si elle existe et ρ(α)(ǫ) ≤K⊥,⊤ ⊥ sinon. Don

ρ(α)(ǫ) ≤K⊥,⊤ t′(ǫ). ✷Propriete 4.2 Le système de réé
riture dé
rit par les règles de la �gure 2 ter-mine et est 
onvergent.Démonstration : De par la propriété 2.6, si D,α ≤ t → D,α ≤ t′ alors
arg(t′(ǫ)) ⊂ arg(t(ǫ)), don
 On ne peut appliquer la règles (Down ⊥) et (Down
⊤) qu'un nombre �ni de fois par variable. De même, ne peut appliquer la règles(Up ⊥) et (Up ⊤) qu'un nombre �ni de fois par variable. Comme au
une règle ne12



fait augmenter l'arité des bornes des variables le système de réé
riture termine,en O(n) étapes où n est la taille du système de 
ontraintes. La 
onvergen
e sevéri�e simplement en remarquant que bsK(MiK,L(bsK(MiK,L(k,L)),L′)) =
bsK(MiK,L(k,L ∩ L′)) = bsK(MiK,L(bsK(MiK,L(k,L′)),L)). ✷Propriete 4.3 Soit C′ le résultat de l'algorithme de Pottier appliqué à C, etsoit C′ →∗ C′′ 6→. Alors C′′ véri�e les propriétés de la �gure 1.Démonstration : On véri�e que les propriétés 1), 2), 3), 6), 7) et 8) sont
onservées lors de l'appli
ation des règles de la �gure 2. On montre ensuite sil'appli
ation d'une règle brise la propriété 4) ou 5), il est possible de la rétablir enré-appliquant 
ette règle. Comme →∗ est 
onvergent, on obtient que C′′ véri�eles propriétés 4) et 5). ✷Théorème 4.4 Soit C′ le résultat de l'algorithme de Pottier appliqué à C, etsoit C′ →∗ C′′ 6→. Si L− = ∅ alors les C′′↑(α) (resp. C′′↓(α)) de C′′ dé�nissentune solution maximale (resp. minimale) de C dans T (K).Démonstration : Soit le système d'équations suivant : {α = t | α ≤ t ∈ C′′}.Ce système admet une solution unique ρ 
ar 
haque variable n'apparaît qu'unefois à gau
he du signe =. Montrons que ρ est une solution de C′′. Pour 
ela onmontre par ré
urren
e que pour tout n ∈ N, pour tout t ≤ t′ ∈ C′′, ρ(t) ≤n

ρ(t′), que si A ⊆ B, ρ(γB) ≤n ρ(γA). Le 
as n = 0 est trivalement véri�é.Soit α ≤ β ∈ C′′. Par la propriété 4.3, C′′ véri�e les propriétés de la �gure1. Don
 ρ(α)(ǫ) = C′′↑(α)(ǫ)≤KC′′↑(β)(ǫ) = ρ(α)(ǫ). Soit l ∈ arg(ρ(α)(ǫ)) ∩
arg(ρ(β)(ǫ)). On a ρ(α)/l = γA pour un 
ertain A et ρ(β)/l = γB pour un
ertain B ave
 B ⊆ A. Par ré
urren
e ρ(γA) ≤n ρ(γB). Don
 ρ(α) ≤n+1 ρ(β).De la même manière, si A ⊆ B, ρ(γB) ≤n+1 ρ(γA). Soit α ≤ t ∈ C′′. Ona ρ(α) = ρ(t) don
 ρ(α) ≤n+1 ρ(t). Soit t ≤ α ∈ C′′. Comme C′′ véri�ela propriété 7) de la �gure 1, on a ρ(t)(ǫ)≤Kρ(α)(ǫ). De plus, pour tout l ∈
arg(rho(t)(ǫ)) ∩ arg(ρ(α)(ǫ)), t/l ≤ C′′↑(α) ∈ C, d'où ρ(t)/l ≤n ρ(α)/l. Don

ρ(t) ≤n+1 ρ(α). Don
 pour tout t ≤ t′ ∈ C′′, ρ(t)≤T ρ(t′), don
 ρ |= C′′. Deplus, 
omme L− = ∅, il n'y a que des variables de la forme γA qui apparaissent àdroite dans les équation du système qui dé�nit ρ, don
, en utilisant la propriété6) de la �gure 1 et le fait que C soit pré-
los ave
 des bornes dans K, on obtientque pour tout α ∈ VAR(C), ρ(α) ∈ T (K). On véri�e ensuite par ré
urren
eque pour tout ρ′ |= C′′, ∀α ∈ VAR(C′′),ρ′(α)≤T ρ(α). ρ est don
 une solutionmaximale de C dans T (K). ✷Notons que dans le 
as ou il existe des 
onstru
teurs de type ave
 des éti-quettes 
ontravariantes (dans L−), il n'y a pas for
ément de solution maxi-male. Par exemple, prenons K = {int,f loat, →} ave
 int ≤ float, L+ = {r},
L− = {a}, arg(int) = arg(float) = ∅, arg(→) = {a,r}. Soit C = {α →
α ≤ β,β ≤ α → α,int ≤ α,α ≤ float}. C est pré-
los et a deux solutions :
ρ(β) = int → int,ρ(α) = int et ρ′(β) = float → float,ρ′(α) = float, et 
esdeux solutions sont in
omparables.En 
ombinant l'algorithme de simpli�
ation de Pottier ave
 les règles de la�gure 1, nous obtenons don
 un algorithme de simpli�
ation pour les systèmes13



pré-
los dans les quasi-treillis. De plus, dans le 
as où tous les 
onstru
teurs detypes sont 
ovariants (L− = ∅), il fournit des solutions minimales et maximales.Grâ
e au théorème 3.9, on peut obtenir un ensemble de solutions maximales etminimales pour les systèmes non pré-
los.5 Appli
ationsUne première appli
ation de l'algorithme de résolution des 
ontraintes desous-typage dans les quasi-treillis est notre système TCLP [2, 1℄ de typage desprogrammes logique ave
 
ontraintes. Cet algorithme permet de s'a�ran
hir del'élément⊥ dans la stru
ture des types. Il permet également de disposer de stru
-tures de types plus 
omplexes que 
elles utilisées jusqu'à présent, notament enautorisant des stru
tures de types privées du type term de méta-programmation.Nous avons implanté en CHR [?℄ dans TCLP l'algorithme de résolution des
ontraintes par une simple modi�
ation du pré
édent solveur de 
ontraintes deTPLP dans les treillis [?℄.Une se
onde appli
ation se situe dans le 
adre de l'inféren
e de types ave
sous-typage dans les langages à la ML. Dans [4℄ Pottier utilise les 
ontraintesde sous-typage dans les treillis pour l'inféren
e de type dans un langage à laML ave
 rangées. Cependant, dans un treillis, le type inféré pour une fon
tionpeut être de la forme ⊥ → τ , 
e qui signi�e que 
ette fon
tion n'est appli
able àau
un argument. L'algorithme de résolution de 
ontraintes dé
rit dans 
e papierpermet d'utiliser 
omme stru
ture de types le quasi-treillis obtenu en supprimantl'élément ⊥ du treillis. Ce
i permet de produire une erreur lors du typage desfon
tions de la forme pré
édente.6 Con
lusionDans 
et arti
le nous avons dé�ni des relations de sous-typage non stru
tureltrès générales dans l'ensemble des types in�nis (réguliers) dé�nis sur un quasi-treillis de 
onstru
teurs, et avons montré que 
et ensemble ainsi ordonné a unestru
ture de quasi-treillis. Nous avons généralisé l'algorithme de Trifonov etSmith de test de satis�abilité des 
ontraintes de sous-typage dans les treillis, au
as des quasi-treillis ave
 une 
omplexité en O(kv
min ∗ kv

max ∗ n3) où kmin (resp.
kmax) est le nombre d'éléments minimaux (resp. maximaux) du quasi-treillis et
v le nombre de variables non bornées. La 
omplexité de 
et algorithme est don
in
hangée en O(n3) pour les systèmes dont toutes les variables sont donnéesave
 des bornes. Nous avons également étendu l'algorithme de Pottier de 
al
ulde solutions au 
as des quasi-treillis, et montré que les solutions 
al
ulées sontminimales (resp. maximales) si tous les 
onstru
teurs sont 
ovariants. En�n,nous avons évoqué les appli
ations de 
es extensions au système de typage TCLPainsi qu'à l'inféren
e de type dans des langages à la ML.
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tion 2Lemme A.1 Soit S ⊆ T ave
 S 6= ∅.Si t ∈ MiT (S), alors t(ǫ) ∈ MiK,L(biK({s(ǫ) | s ∈ S}),EUSous(S)). De même,si t ∈ MaT (S), alors t(ǫ) ∈ MaK,L(bsK({s(ǫ) | s ∈ S}),EUSur(S)).Démonstration : On véri�e que t(ǫ)≤KbiK({s(ǫ) | s ∈ S}) etque arg(t(ǫ)) ∩ arg(biK({s(ǫ) | s ∈ S})) ⊆ EUSous(S). ✷Corolaire A.2 Soit S ⊆ T ave
 S 6= ∅. Si MiT (S) 6= ∅ (resp. MaT (S) 6= ∅)alors Kbi(S) (resp. Kbs(S)) est bien dé�ni.Démonstration : Comme MiT (S) 6= ∅, il existe t ∈ MiT (S) et par le lemmeA.1 t(ǫ) ∈ MiK,L(biK({s(ǫ) | s ∈ S}),EUSous(S)). Don
 MiK,L(biK({s(ǫ) | s ∈
S}),EUSous(S)) 6= ∅ et par dé�nition, il est majoré. Don
 il admet une bornesupérieure Kbi(S). ✷Corolaire A.3 Soit S ⊆ T ave
 S 6= ∅. Si MiT (S) 6= ∅ (resp. MaT (S) 6= ∅)alors pour tout n ∈ N, biT n(S) (resp. bsT n(S)) est bien dé�ni.Démonstration : On le démontre par ré
urren
e sur n : le 
as n = 0 est trivial.Pour le 
as n+1, on 
onsidère biT n+1(S) (le 
as de bsT n+1(S) est similaire). Parle 
orolaire A.2, Kbi(S) est bien dé�ni. Soit l ∈ arg(Kbi(S)), par la propriété2.6 l ∈ ESMiK,L(k,EUSous(S)) ⊆ EUSous(S). Don
 S/l est minoré (ou majoréselon le signe de l). Don
, par ré
urren
e, biT n+1(S)/l est bien dé�ni. ✷Lemme A.4 Soit S ⊆ T ave
 S 6= ∅. ∀t ∈ T , si t ∈ MiT (S) (resp. t ∈ MaT (S))alors t(ǫ)≤KKbi(S) (resp. Kbs(S)≤Kt(ǫ)) .
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Démonstration : Soit t ∈ MiT (S).Par le lemme A.1, on a k ∈ MiK,L(biK({s(ǫ) | s ∈ S}),EUSous(S)). Par dé�ni-tion de Kbi(S), on a don
 k≤KKbi(S).La démonstration est similaire pour Kbs(S). ✷Corolaire A.5 Soit S ⊆ T ave
 S 6= ∅. ∀t ∈ MiT (S) (resp. t ∈ MaT (S)),
∀n ∈ N t ≤n biT n(S) (resp. biT n(S) ≤n t).Démonstration : Par ré
urren
e sur n. Le 
as n = 0 est trivial. Considérons
t ≤n+1 biT n+1(S). Comme t ∈ MiT (S) ave
 t(ǫ) = k alors, par le lemmeA.4, k≤KKbi(S). Soit l ∈ arg(t(ǫ)) ∩ arg(Kbi(S)). Si l ∈ L+, alors , 
omme
t ∈ MiT (S), par la propriété 2.9, t/l ∈ MiT (S/l). Par re
urren
e, on obtient
t/l ≤n biT n(S/l) = biT n+1(S)/l. Le 
as l ∈ L−, est similaire. On a don

t ≤n+1 biT n+1(S). De même, si t ∈ MaT (S), alors t ≥n+1 bsT n+1(S). ✷Lemme A.6 Soit S ⊆ T ave
 S 6= ∅. Si MiT (S) 6= ∅ (resp. MaT (S) 6= ∅) alors
∀s ∈ S,Kbi(S)≤Ks(ǫ) (resp. Kbs(S)≥Ks(ǫ))Démonstration : Comme ∃t ∈ MiT (S), Kbi(S) est bien dé�ni. On note KS =
{s(ǫ) | s ∈ S}. On a Kbi(S) = bs(MiK,L(biK(KS),EUSous(S)).De plus ∀s ∈ S,biK(KS)≤Ks(ǫ). Or, par dé�nition, Kbi(S)≤KbiK(KS).Don
 ∀s ∈ S,Kbi(S)≤Ks. La démonstration pour Kbs(S) est similaire. ✷Démonstration de la propriété 2.14 : Par ré
urren
e sur n. Le 
as n = 0est trivial. Soit s ∈ S. On note ks/Ls = s(ǫ). Considérons biT n+1(S) ≤n+1 s.On a biT n+1(S)(ǫ) = Kbi(S), et par le lemme A.6, Kbi(S)≤Ks(ǫ). Soit l ∈
arg(Kbi(S)) ∩ arg(s(ǫ)). Par la propriété 2.6 l ∈ ESMiK,L(k,EUSous(S)) ⊆
EUSous(S). Si l ∈ L+, biT n+1(S)/l = biT n(S/l). On a s/l ∈ S/l. Don
, parré
urren
e, biT n+1(S)/l = biT n(S/l) ≤n s/l. Le 
as l ∈ L− est symétrique. Demême, bsT n+1(S) ≥n+1 s. ✷Le lemme suivant exprime que biT m(S) est égal biT n(S) jusqu'à la profon-deur min(m,n).Lemme A.7 Soit S ⊆ T ave
 S 6= ∅ tel que MiT (S) 6= ∅ (resp. MaT (S) 6= ∅).Soit m,n ∈ N, m ≤ n, ∀w ∈ N

∗, si ‖w‖ < m alors w ∈ dom(biT m(S)) ⇔ w ∈
dom(biT n(S)) et biT m(S)(w) = biT n(S)(w) (resp. w ∈ dom(bsT m(S)) ⇔ w ∈
dom(bsT n(S)) et bsT m(S)(w) = bsT n(S)(w)).Démonstration : Par ré
urren
e sur m : Le 
as n = 0 est trivial 
ar il n'y a au-
un w tel que ‖w‖ < 0. Considérons le 
as m+1 ≤ n+1. Si w = ǫ : Par dé�nitionon a ǫ ∈ dom(biT m+1(S)), ǫ ∈ dom(biT n+1(S)) et biT m+1(S)(ǫ) = Kbi(S) =
biT n+1(S)(ǫ). Si w = l.w′ : Comme biT m+1(S)(ǫ) = Kbi(S) = biT n+1(S)(ǫ)ave
 arg(Kbi(S)) = L, on a l ∈ L. Si l ∈ L+, alors biT m+1(S)/l = biT m(S/l)et biT n+1(S)/l = biT n(S/l). Par ré
urren
e on a w′ ∈ dom(biT m(S/l)) ⇔ w′ ∈
dom(biT n(S/l)) Comme l ∈ L, on a don
 w = l.w′ ∈ dom(biT m+1(S)) ⇔ w ∈
dom(biT n+1(S)). Par ré
urren
e, on a biT m(S/l)(w′) = biT n(S/l)(w′), don

biT m+1(S)(l.w′) = (biT m+1(S)/l)(w′) = biT m(S/l)(w′) = biT n(S/l)(w′) =
(biT n+1(S)/l)(w′) = biT n+1(S)(l.w′). Le 
as l ∈ L− est symétrique. La dé-monstration est similaire pour bsT m+1 ✷16



Le propriété suivante établit la validité de la dé�nition 2.13 :Propriete A.8 Soit S ⊆ T ave
 S 6= ∅. Si MiT (S) 6= ∅ (resp. MaT (S) 6= ∅)alors biT (S) (resp. bsT (S)) est bien dé�ni et est un type.Démonstration : Comme MiT (S) 6= ∅, par le 
orolaire A.3, pour tout n ∈ N,
biT n(S) est bien dé�ni. Reste à montrer que biT (S) est un type :� Soit w.l ∈ dom(biT (S)). Alorsw.l ∈ dom(biT ‖w.l‖+1). Don
 w ∈ dom(biT ‖w.l‖+1).Par le lemme A.7 on obtient w ∈ dom(biT ‖w‖+1), d'où w ∈ dom(biT (S)).� ǫ ∈ dom(biT 1(S)), don
 ǫ ∈ dom(biT (S))� Soit w ∈ dom(biT (S)) tel que biT (S)(w) = k/L = biT ‖w‖+1(S)(w). Ona w.l ∈ dom(biT (S)) ⇔ w.l ∈ dom(biT ‖w.l‖+1(S)). Par le lemme A.7,

biT ‖w.l‖+1(S)(w) = biT ‖w‖+1(S)(w) = k/L. Don
 w.l ∈ dom(biT ‖w.l‖+1(S)) ⇔
l ∈ L.

✷Propriete A.9 Soit S ⊆ T ave
 S 6= ∅ tel que MiT (S) 6= ∅.On a ∀l ∈ arg(biT (S)(ǫ)) :� Soit l ∈ L+ et biT (S)/l = biT (S/l)� Soit l ∈ L− et biT (S)/l = bsT (S/l)De même si MaT (S) 6= ∅ alors ∀l ∈ arg(bsT (S)(ǫ)) :� Soit l ∈ L+ et biT (S)/l = bsT (S/l)� Soit l ∈ L− et biT (S)/l = biT (S/l)Démonstration : (biT (S)/l)(w) = biT (S)(l.w) = biT ‖l.w‖+1(S)(l.w). Si l ∈
L+ alors biT ‖l.w‖+1(S)/l = biT ‖w‖+1(S/l). Dans 
e 
as biT ‖l.w‖+1(S)(l.w) =
(biT ‖l.w‖+1(S)/l)(w) = biT ‖w‖+1(S/l)(w) = biT (S/l)(w). Le 
as l ∈ L− estsymétrique. On démontre de la même manière la propriété pour bsT (S) ✷Lemme A.10 Soit S ⊆ T ave
 S 6= ∅ tel que MiT (S) 6= ∅ (resp. MiT (S) 6= ∅).
∀n ∈ N, biT n(S) ≤n biT (S) et biT n(S) ≥n biT (S) (resp. bsT n(S) ≤n bsT (S)et bsT n(S) ≥n bsT (S)).Démonstration : Par ré
urren
e sur n : le 
as n = 0 est trivial. Considéronsle 
as biT (S) ≤n+1 biT n+1(S). Par le lemme A.10, biT (S)(ǫ) = biT 1(S)(ǫ) =
biT n+1(S)(ǫ). On a déjà biT (S)(ǫ)≤KbiT n+1(S)(ǫ) et biT (S)(ǫ)≥KbiT n+1(S)(ǫ).Soit l ∈ arg(biT (S)(ǫ)). Si l ∈ L+, alors, par la propriété A.9, biT (S)/l =
biT (S/l). On a également biT n+1(S)/l = biT n(S/l). Par ré
urren
e biT (S/l) ≤n

biT n(S/l) et biT (S/l) ≥n biT n(S/l). Don
 biT n+1(S)/l ≤n biT (S)/l et
biT n+1(S)/l ≥n biT (S)/l. Le 
as l ∈ L− est symétrique. On en déduit que
biT (S) ≤n+1 biT n+1(S) et biT (S) ≥n+1 biT n+1(S). De même bsT (S) ≤n+1

bsT n+1(S) et bsT (S) ≥n+1 bsT n+1(S). ✷Démonstration de la propriété 2.15 : Soit s ∈ S. Soit n ∈ N. Par le
orolaire 2.14, biT n(S) ≤n s. Par le lemme A.10, biT (S) ≤n biT n(S). On adon
 biT (S) ≤n s. D'où biT (S)≤T s. De même bsT (S)≥T s. ✷Démonstration de la propriété 2.16 : Soit t ∈ MiT (S). Soit n ∈ N. Par le
orolaire A.5, t ≤n biT n(S) et par le lemme A.10, biT n(S) ≤n biT (S) et don
17



t ≤n biT (S) D'où t≤T biT (S). De même, si t ∈ MaT (S), alors t≥T bsT (S). ✷Démonstration de la propriété 2.18 : Soit S l'ensemble des sous-termes de
t1 et de t2. Soit Sbi = {biT (u,v) | u ∈ S ∧ v ∈ S} et Sbs = {bsT (u,v) | u ∈
S ∧ v ∈ S}.On montre que pour tout t ∈ Sbi∪Sbs, pour tout w ∈ dom(t), t/w ∈ Sbi∪Sbs,par ré
urren
e sur w : si w = ǫ alors t/ǫ = t ∈ Sbi ∪Sbs. Si w = l.w′ : Supposons
t = biT (u,v), ave
 u ∈ S et v ∈ S (la demonstration est similaire pour t =
bsT (u,v)). Supposons que l ∈ L+ (la demonstration est similaire pour ∈ L−).On a, par la propriété A.9, t/l = biT ({u,v})/l = biT ({u,v}/l).� Si u/l est dé�ni et pas v/l alors t/l = u/l ∈ S ⊆ Sbi ∪ Sbs� Si v/l est dé�ni et pas u/l alors t/l = v/l ∈ S ⊆ Sbi ∪ Sbs� Si u/l et v/l sont dé�nis, lors u/l ∈ S et v/l ∈ S et t/l = biT (u/l,v/l) ∈

Sbi ∪ Sbs.Don
 t/l ∈ Sbi ∪ Sbs. Par re
urren
e, (t/l)/w′ ∈ Sbi ∪ Sbs, d'où t/w ∈ Sbi ∪ Sbs.Comme t1 et t2 sont réguliers, S est �ni et don
 Sbi ∪ Sbs est �ni. Or
biT (t1,t2) ∈ Sbi, don
 tous ses sous-termes sont dans Sbi ∪ Sbs, don
 il y ena un nombre �ni, don
 biT (t1,t2) est régulier. De même bsT (t1,t2) est régulier.
✷B Démonstrations de la se
tion 3Démonstration du lemme 3.5 : Comme les termes présents dans C sont despetits termes, C↓(A)/l ⊆ VAR(C) et C↑(B)/l ⊆ VAR(C). De plus, 
omme C est
los et ∀α ∈ A,∀β ∈ B,α ≤ β ∈ C, pour tout t ∈ C↓(A),t′ ∈ C↑(B), subc(t ≤ t′)est dé�ni et in
lus dans C. Soit l ∈ arg(sol(A,B)) et l ∈ L+. Soit α ∈ C↓(A)/let β 6= α ∈ C↑(B)/l. Il existe t ∈ C↓(A) tel que t/l = α et t′ ∈ C↑(B) tel que
t′/l = β. Comme subc(t ≤ t′) ⊆ C et l ∈ arg(t(ǫ))∩arg(t′(ǫ)), α ≤ β ∈ C. Don

sol(C↓(B)/l,C↑(A)/l) est dé�ni. De même, si l ∈ L−, sol(C↑(B)/l,C↓(A)/l) estdé�ni. ✷Lemme B.1 Soit k1,k2,k3,k4 ∈ K tels que k1≤Kk2,, k1≤Kk3, k2≤Kk4 et k3≤Kk4.Alors miK,K(k2,k1)≤KmiK,K(k4,k3).Démonstration : On pose k = bsK(MiK,L(k4,arg(k4) ∩ arg(k3))) et
k′ = bsK(MiK,L(k2,arg(k2)∩arg(k1))), Li = arg(ki), L = arg(k) et L′ = arg(k′).Par la propriété 2.6, on a L′ = ESMiK,L(k2,L2 ∩ L1) ⊆ L2 ∩ L1. Comme
k1≤Kk3≤Kk4, L1∩L4 ⊆ L3. Don
 L′∩L4 ⊆ L2∩L1∩L4 ⊆ L2∩L3∩L4 ⊆ L3∩L4.De plus k′≤Kk2≤Kk4, don
 k′ ∈ MiK,L(k4,L4 ∩ L3), d'où k′≤Kk. ✷Démonstration du lemme 3.6 : Soit SB = {t(ǫ) | t ∈ C↑(B)}, IA =
{t(ǫ) | t ∈ C↓(A)}, SF = {t(ǫ) | t ∈ C↑(F )}, IE = {t(ǫ) | t ∈ C↓(E)}. Ona IA ⊆ IE et SF ⊆ SB. Don
 bsK(IA)≤KbsK(IE) et biK(SB)≤KbiK(SF ). Deplus bsK(IA)≤KbiK(SB) et bsK(IE)≤KbiK(SF ). Don
, par le lemme B.1,
sol(A,B) = miK,K(biK(SB),bsK(IA))≤KmiK,K(biK(SF ),bsK(IE)) = sol(E,F ). ✷18



C Démonstrations de la se
tion 4Démonstration détaillée de la propriété 4.3 : Les propriétés 1), 2), 3) et 7)ne sont pas modi�ées par l'appli
ation des règles de la �gure 2. Considérons l'ap-pli
ation de la règle (Down ⊥) C′ →∗ D1 = D,α ≤ t → D2 = D,α ≤ t′. Par lapropriété 4.1, D,α ≤ t′ est satis�able. Don
 il existe ρ tel ti = ρ(D1↓(α))≤T tα =
ρ(α)≤T ρ(t) et ti≤T tα≤T ρ(t′). On a alors ti(ǫ)≤Ktα(ǫ)≤Kt′(ǫ), d'où D2↓(α)≤KD2↑(α).Comme pour tout l′ ∈ arg(t′(ǫ)),t′/l′ = t/l, on 
onserve la propriété 6) (le trai-tement des autres règles est similaire). Démontrons que C′′ véri�e la propriété4). On 
onsidère la rédu
tion suivante par (Down ⊥) : C′ →∗ D1 = D,β ≤
t → D2 = D,β ≤ t′. Cette transition peut briser la 
ondition 4). Prenons parexemple α ≤ β ∈ D1 (les autres 
as sont similaires) et montrons qu'il est pos-sible d'e�e
tuer une transition (Down ⊥) pour rétablir la 
ondition 4) vis à visde α et β. La seule manière dont la 
ondition 4) peut être brisée par (Down
⊥) est que kα = D2↑(α)(ǫ)6≤Kt′(ǫ). Soit l l'étiquette utilisée lors de l'appli-
ation de (Down ⊥). On pose t′(ǫ) = k′

β et t(ǫ) = kβ . Si l 6∈ arg(kα), alors
kα ∈ MiK,L(kβ ,arg(kβ) \ {l}) et kα≤Kk′

β . Sinon, on a t/l 6= β, 
ar t 6= ⊥. Don
la propriété 4) est véri�ée pour D2↑(α)/l et D1↑(β)/l, don
 D2↑(D2↑(α)/l) = ⊥et on peut appliquer la règle (Down ⊥) sur D2 et α, obtenant ainsi D3. On aalors que l 6∈ arg(D3↑(α)(ǫ)), d'où D3↑(α)(ǫ)≤Kk′
β . On peut don
 toujours ap-pliquer la règle (Down ⊥) pour rétablir la propriété 4). Il en est de même pourles autre règles et pour la propriété 5). Comme par la propriété 4.2, le systèmede réé
riture 
onverge et termine, C′′ véri�e bien les propriétés 4) et 5). ✷
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